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PREMIÈRE THÈSE. 



LIGNES SINGULIERES 

DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 



INTRODUCTION, 

La première Partie de ce travail est consacrée à l'étude d'une fonction 
dans le voisinage d'une ligne singulière ou coupure. La notion de coupure 
se présente dans la discussion de l'intégrale de Cauchy ; elle peut même 
s'introduire, ainsi que l'a montré M. Hermite, à l'aide d'intégrales définies 
où la variable d'intégration est réelle. La série de Taylor, convergente 
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, et 
MM. Weierstrass, Tannery, Appel! ont formé de nombreuses séries qui 
représentent deux fonctions distinctes dans deux aires différentes du plan. 
Nous énumérons, dans un premier Chapitre, les singularités diverses que 
peuvent présenter les symboles (et particulièrement les séries) qui définis- 
sent, dans un certain espace, une fonction analytique de z. Ceci nous con- 
duit à quelques théorèmes sur les séries, donj. le plus important est le sui- 
vant : Quand une série F — 2V„(a:,_y) converge uniformément sur le 
contour s d'une aire fermée S, à l'intérieur de laquelle les fonctions V„(3;,_)') 
sont régulières et satisfont à l'équation AV„= o : i" la série F converge 
uniformément dans S ; %° les séries, formées par les dérivées de ses 
termes, convergent uniformément dans toute aire S' intérieure à ?> et 
sans point commun avec s, et elles représentent les dérivées correspon- 
dantes de F. 

Soit une fonction F(3) définie d'un côté d'une ligne L et présentant 
celte hgne comme coupure : il peut exister une seconde fonction F,(z) qui 
P. I 
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coïncide avec la première dans le voisinage de T.. et Va prolonge an delù sans 
discontinuité. La coupure est alors artificielle, elle est essentielle au cas 
contraire : le cercle de convergence de la série de Maclaurin F (s), qui 
développe la fonction -^^. est une coupure artificielle de F(s); la série 

F(s) qui représente dans le cercle fondamental C une fonction fuchsienne, 
holomorphe et définie seulement dans ce cercle, admet au contraire C 
comme coupure essentielle. Nous donnons d'abord une forme de la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'une coupure soit artificielle, qui s'ap- 
plique à une coupure quelconque. De celte condition, on déduit plusieurs 
théorèmes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou 
par une équation différentielle du premier ordre : ces derniers sont utiles 
dans l'étude des intégrales uniformes d'une équation difl'ércntielle, ainsi que 
je le montre dans plusieurs applications, et notamment en recherchant 
toutes les équations de la forme -r^ = f{z^ u) \oùf(^z^ «) est uniformë\, 
dont l'intégrale générale peut être uniforme. 

Dans le cas où la coupure est une ligne analytique, la condition pré- 
cédente prend une forme plus simple, indiquée dès l'année 1870 par 
M, Schwarz ('), et qui permet de discuter plusieurs classes de coupures. 
Des exemples des principales singularités d'une fonction dans le voisinage 
d'une coupure essentielle terminent cette première Partie. 

Dans la seconde, nous étendons aux fonctions uniformes les plus géné- 
rales les formes de décomposition en sommes et en produits, données dans 
la théorie des fonctions à points singuliers. En i88r, avant le théorème de 
M. Mittag-Leffler, M. Picard indiquait, dans le cas d'une coupure circu- 
laire, une forme de développement en produit, applicable à une coupure 
quelconque, et, peu de temps après, décomposait une fonction F(s), ayant 
pour coupures des segments de droites, en une somme de n fonctions 
n'ayant qu'une coupure, puis développait ces fonctions en séries (^). Après 
la découverte du théoi'ème de M. Mittag-Leffler, M. Goursat ( ' ) a étendu ce 
théorème aux fonctions uniformes présentant des singularités quelconques. 
Enfin, M. Mittag-Leffler {") a consacré lui-même un Mémoire à l'étude de 



(1) Monatsberichte der Académie su Berlin, octobre 1870. 
C) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, : 
(») Id., aS février i883. 
(*) Acta mathematica, i. IV; 1884. 
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SUR I.IîS LIGNES SIKGUUÉRKS DES FONCTIOSS ANALYTIQUES. .^ 

CCS propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu difforcntc 
de ces théorèmes, plusieurs modes de développements en séries des fonc- 
tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra- 
mené. Un premier développement, analogue à la série de Taylor, repose 
sur la représentation conforme ; les autres généralisent les développements, 
indiqués par M. Appell dans le cas d'une fonction holomorphe à l'intérieur 
d'un contour d'arcs de cercles. Ils découlent de ce théorème que toute fonc- 
tion holomorphe dans une aire convexe peut se développer dans celle aire 
en série de polynômes. 

Les notions de résidu, d'ordre, de /-esle (définis soit comme intégrales, 
soit comme coefficients) se généralisent dès lors facilement avec les propo- 
sitions qui s'y rattachent. En particulier, le théorème des résidus et les 
théorèmes de Liouvitle subsistent pour les fonctions doublement pério- 
diques à singularités quelconques. 

Enfin, plusieurs des résultats énoncés ont été étendus aux fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont à l'équation AV = o. 
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p. PAINLGVE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDE D'UNE FONCTION DANS LE VOISINAGE D'UNE COUPURE, 

CHAPITRE I. 



1. Avant d'aborder Fétude d'une fonction dans le voisinage d'une cou- 
pure, il convient d'énumérer brièvement les singularités que peuvent offrir 
les symboles qui représentent, dans une partie du pian, une fonction uni- 
forme de la variable z ^ x + iy. 

Soit une expression de la forme P (a;, y) + iQ(x,y''), les fonctions P etQ 
étant uniformes dans tout l'espace du plan xOy où elles sont définies. Nous 
supposons de plus qu'en chaque point d'une certaine aire S, P -1- i'Qadmcttc 
une dérivée par rapport à z et, par suite, qu'elle représente dans S une 
fonction holomorphe de z. 

Considérons dans le plan une aire fermée quelconque a: P + (Q sera 
dans C7 fonction holomorphe de z, sauf peut-être en certains points. Ces 
points pourront être en nombre infini (comprendre par exemple tous les 
points de cr) et affecter des distributions diverses. 

Kn premier Ueu, si tous les points singuliers peuvent être enfermés à l'in- 
térieur de cercles n'ayant pas de points communs et de rayon aussi petit 
qu'on veut, nous dirons que l'ensemble de ces points K est ponctuel. Les 
points forment alors des suites ayant pour limites d'autres points, formant 
eux-mêmes des suites analogues. La classification de ces ensembles a été 
faite par M. Cantor, 

En second lieu, si tous les points ne satisfont pas à la condition précé- 
dente, mais peuvent être enfermés à l'intérieur de contours tels que l'aire 
totale enclose soit aussi petite qu'on veut, nous dirons que l'ensemble E est 
linéaire. Les points forment alors des suites ou des ensembles ponctuels, 
ayant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles que, 
si l'on décrit un cercle d'un quelconque de leurs points comme centre, ce 
cercle renferme un nombre infini de points E, si petit que soit son rayon. 
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SUR LES LIGNKS SINGULIÈRES DIÎS FONCTIONS ANALYTIQUES. O 

Par exemple, l'ensemble E sera composé de points infiniment voisins (ou 
même de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lignes peuvent être elles- 
mêmes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des lignes 
ou des points, A ces ensembles de lignes, s'étend immédiatement la classi- 
fication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace 
partout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire à un point. 

En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des 
aires finies œ', d", ..., c'est-à-dire qu'une portion de ces aires, si petite 
qu'elle soit, en renferme un nombre infini (l'ensemble E comprendra par 
exemple tous les points d'un certain espace). L'ensemble sera dit alors su- 
perficiel. Les aires a', a", . . . peuvent être en nombre infini et former des 
suites ayant pour limites des points ou des lignes. 

Telles sont les dispositions possibles dans a des points singuliers de l'ex- 
pression P(x,y) -+- iQ(x,y'). En chacun de ces points, une au moins des 
fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n'admet pas à la 
fois de dérivée partielle par rapport k x et y, ou bien enfin ces dérivées 
partielles ne vérifient pas les deux égalités 

(ÏJ.- ~ à/ dy ~ dx 

Supposons tout d'abord que les points E ne forment pas dans c un en- 
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P + (Q est continue dans u, 
il sera démontré plus tard en toute rigueur qu'elle est nécessairement holo- 
morpbe dans le même espace. Les points E sont donc des points de discon- 
tinuité de P + (Q. Un premier genre de singularité qu'il convient de distin- 
guer est le suivant : soit s^ un point isolé de l'ensemble E, tel que, z tendant 
verszo d'une façon quelconque, P -i- t'Q tende vers une certaine valeur a; 
pour z ^ 3o, P -I- i'Q est discontinue ou indéterminée. Appelons /(z) la 
fonction de s, qui coïncide avec P -i- i'Q en dehors de z^ et prend pour z^ 
la valeur a. Cette fonction est holomorphe au point z„. Une telle discon- 
tinuité est purement apparente. Un exemple très simple en est fourni par 
l'expression 



où /(s) est holomorphe et différent de zéro à l'origine : P -i- i'Q =y(s), 
quel que soit s, sauf pour le point ^ = o où P -|- îQ est nulle. Nous suppo- 
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serons désormais qu'en pareil cas on remplace P -+- i'Q par /(z), et ainsi 
pour tous les points analogues : ces points peuvent former des suites ayant 

pour limites d'autres points s', s", Si ces points s' sont ponr/(z) des 

discontinuités du même genre, on les supprime comme les s,,. Cela fait, 
l'ensemble E peut comprendre certaines lignes isolées L,,, telles que z, ten- 
dant d'une manière quelconque vers un point "C, de L^, la valeur de /"(s) 
tende vers une limite a(C). La fonction 9(2), qui coïncide avec /(s) en de- 
hors de La et prend sur L^ les valeurs ci(^), est, comme nous le verrons, 
holomorphe dans le voisinage de L^. On peut citer comme exemple l'ex- 
pression 



.■Q = i /(.)sin^ 



/ (-)sin3»- /(i)_sm5£ 



....], 



y(s) étant holomorphe sur Ox. Nous rempliiccrons là encore /(z) par 
Y(s), et ainsi pour toutes les singularités analogues. En définitive, s'il 
existe une fonction ç(s) coïncidant avec P -f- i'Q en dehors de l'ensemble 
E, continue et par suite holomorphe en certains points E' de cet ensemble, 
on substitue 9(2) à P -1- iQ, 

Ces singularités parasites éliminées, quelles sont les discontinuités que 
présente P -1- i'Q ? 

Si l'ensemble E est ponctuel, les points singuliers de P + /Q dans a sont 
des pôles ou des points essentiels. 

Si l'ensemble E est linéaire, la fonction P -+■ i'Q est en outre affectée de 
coupures. Ces coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points 
essentiels ou de coupures. Dans le second cas, P -I- i'Q est nécessairement 
discontinue ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier 
cas, soit L la ligne considérée : quand s tend vers un point quelconque ^ de 
L en restant du côté C de L, P -+- i'Q peut tendre vers une certaine valeur 
/(C) ; du côlé opposé C' de L, P -I- i'Q peut prendre également sur L la suite 
de valeurs/, (t), qui doit différer dey"(Ç), Il est possible, au contraire, que 
d'un côté de L (ou des deux côtés), pour des points t, infiniment voisins sur 
L, ou même pour tous les points de L, P + îQ ne tende pas vers une limite 
quand z tend vers i^ sur un chemin /, ou que cette limite dépende du chemin 
/. Dans tous les cas, l'expression P -1- i'Q peut n'avoir aucun sens sur L, ou 
ses valeurs pour les points de cette ligne sont entièrement indépendantes des 
valeurs qu'elle prend aux points voisins. 

Si l'ensemble E est superficiel, P + (Q présente dans t des espaces lacu- 
naires ff', cr", En tout point E de ces espaces, P -1- i'Q peut n'avoir pas de 
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sens, ou être discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport à s ( ' ). 
Le contour s' de l'aire a' est une coupure de P -i- l'Q, cette ligne peut êLrc 
la limite de singularités extérieures à <7'; au cas contraire, P + (Q peut 
tendre vers une suite de valeurs /(Ç), quand z tend vers un point K de s', 
extérieurement à cr'. Il arrive notamment que P + iQ est continue sur s' et 
dans 'y'j et n'admet pas dans œ' de dérivée par rapport à z. 

En dernier lieu, si P + iQ est holomorphe dans cr et tend vers la valeur 
/(C), fonction continue de Ç, quand le point z de a- tond d'une manière 
quelconque vers le point Ç du contour s, nous dirons que la fonction P + iQ 
est holomorphe dans a et continue sur son contour. 

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans l'ctiide des fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont à l'équation AV = o. Soit P(3;,_y,s) 
une fonction de x,y, s, uniforme dans tout l'espace où elle est définie, et 
représentant dans un certain volume une fonction régulière \(^x,y, z), qui 
satisfait à l'équation AV = o. Les points singuliers de F(x,y, z) seront les 
discontinuités de P et de ses dérivées premières, et les points où ses déri- 
vées secondes ne vérifient pas l'équation AP = o. On voit, comme plus haut, 
qu'à l'intérieur u d'une surface fermée s ces points peuvent former des en- 
sembles ponctuels, linéaires, superficiels, ou être distribués dans des vo- 
lumes finis, et former ainsi un ensemble à trois dimensions. 

Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti- 
nuités de P ou de ses dérivées premières, d'après ce théorème que, si une 
fonction V est régulière dans un espace, sauf peut-être sur une surface où 
elle est continue, ainsi que ses dérivées premières, elle est régulière dans tout 
cet espace. De plus, s'il existe une fonction Q(a;,y, ^), coïncidant avec 
P(a;,y, 3) en dehors des points E, et continue en des points ou sur des li- 
gnes et des surfaces E' qui sont des discontinuités de P, on supprime ces sin- 
gularités apparentes en substituant Q à P. Mais les points E' peuvent être 
encore des discontinuités des dérivées premières de Q. Cette discussion s'a- 
chève comme la première. En particulier, si P(iP,y, s) est une fonction 
régulière dans cr, et si elle tend vers une valeur/'(^, ï), X,), fonction continue 
de Ç, T), C, quand (a;, y, z) tend vers le point (^, t], C) de « en restant inté- 
rieur à (T, on dira qu'elle est régulière dans <j et continue sur s; on dira de 



(') P -1- iQ peut admettre une dérivée i 
l'existé pas pour des points infiniment voisî 
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même que ses dérivées premières sont continues dans t et sur s, si les fonc- 
tions -^^> -T-' -^r- vérifient la même condition. 
ax dy m 

3. Les diverses singularités que nous avons énumérées sont offertes par 

tes symboles élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons, 

par exemple, l'intégrale / /(ï, z) dz = F(^), où /, a et |3 sont réels. Si à 

chaque valeur de t correspondent des points singuliers de/(ï, s) ne formant 
pas de suites linéaires, la fonction F ainsi définie présentera en général des 
lignes singulières; si à chaque valeur de / correspondent des lignes singu- 
lières doy'(ï, s), la fonction F présentera des espaces singuliers. Il en 
serait de même si F était définie par l'intégrale double 



xï' 



/(3, t,Q)dtdS, 



f(z) ayant des points singuliers pour chaque valeur réelle de t et de 9. 

En particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue 

dans une aire S, dont la dérivée par rapport à z existe dans une partie 

de cette aire et n'existe pas dans l'autre. Ainsi l'intégrale i L^— -— ^(/ï 
f '^^ L _ ^ V représente une fonction uniforme de s ayant pour coupure 
le segment de droite y = t compris entre x ^ o eX x ^ i\ définit une fonc- 
tion de z liolomorphe dans le plan, sauf pour les points x + iz dont l'a; et 
Vy sont positifs et plus petits que l'unité; car, en ces points, F est égale à 
une fonction de s -H 2î7u(i —y)- De plus, F est continue dans le plan, sauf 
pour les points des droites x ^o, x = i dont l'ordonnée est comprise entre 
o et I. 

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire 
S une fonction uniforme de z, et qui présentent dans le plan des singu- 
larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en 
effet \J{x,y')-\- i\{x,y) une fonction holomorphe de s, telle que, pour 
37 = o, U = o. Développons en série de fonctions deLapIace, entre ir= — tv, 
X ^Ti Gt y ^^ o, y =^-x, les fonctions V(a;,j)^) et U,(a:,y) : \i,{x,y') étant 
égale à U pour œ ^ o et à — U pour a;<[ o. La série F = U, + (' Vsera con- 
tinue pour les valeurs de a; et de y comprises, les premières entre — ir et 
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+ -, les secondes enlre o et ti; elle n'atlraetlra pas do dérivée par rapport 
à s pour les valeurs négatives de x. 

Si les termes d'une série sont des fonctions de z, la série n'aura pas de 
sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, et l'on peut faire 
en sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une 
aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fonc- 
tion holomorphe dans une partie de S et diverger dans l'autre. Mais d'autres 
singularités sont-elles possibles? Pour étudier cette question, nous aurons 
recours à quelques propriétés bien connues des séries, que nous rappelle- 
rons tout d'abord. 

4. Une série ^cp„(ï) converge uniforinément dans on intervalle ?„;,, si 
à tout nombre positif e correspond un entier v tel que, n étant égal ou supé- 
rieur à V, on ait 

I H„{0 I <=, 

pour toutes les valeurs de ï égales à fo, ï,, ou comprises entre i^ et ï, (la va- 
riable t est réelle). Ceci revient à dire qu'on peut trouver v assez grand pour 
que, /> étant quelconque, on ait dans le même intervalle 

I S.+„(0-S.(0 I <£. 

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux tbéorcmcs : 

Lemmc I. — Si tous les termes d'une série sont susceptibles d'intégra- 
tion et si la série converge uniformément dans un intervalle, la fonction 
que représente la série est intégrable dans cet intervalle, et son intégrale 
est la somme des intégrales de tous les termes. 

Lemme II. — Si tous les termes d'une série /(ï) admettent une dérivée 
susceptible d'intégration et si de plus la série de ces dérivées converge uni- 
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de/(i) dans cet 
intervalle. 

Le lemme I peut s'étendre à une certaine classe de séries non uniformé- 
ment convergentes. Soit une série /(i) = 2?„(0 qui converge uniformé- 
ment dans tout intervalle, compris entre /„ elt, et ne renfermant pas certains 

points î', t", Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série 

converge uniformément entre i^, et I,, sauf pour les valeurs t', t", — Les 
points ;', l", . . . peuvent former sur l'axe des / des suites ponctuelles. En 

P. 2 
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ces points, la série peut être divergente. Si le module maximum de S„(/) 
entre t^ cl t, ne croît pas au delà de toute limite avec /i, le Icmme l s'ap- 
plique encore à rintervalle i^t, . 

Pour le voir, il suffît de décomposer l'intervalle tf,l, en deux parties s et 
s' (formées d'ailleurs d'intervalles sépares), s' renfermant toutes les valeurs 
t', t", — SoitM la limite supérieure de |(S„/)|. On peut toujours prendre « 
de telle sorte que / M dl soit inférieur à un nombre positif t aussi petit 

qu'on veut : cela fait, il existe un nombre n assez grand pour que, p étant 
uu entier quelconque, on ait dans tout l'intervalle .v 

I s„+,(0-s„(0 I <^- 

Si donc on désigne par S'^, la somme des n premiei's termes de la série 



2/' 



9At)dt, 



le module de la différence (S„,.p — ■ S^,) sera, pour la même valeur de n, in- 
férieur à (t[(j = e(/-+- 2)], si /est la longueur du segment t„t,. La nouvelle 
série converge donc, el il apparaît aussitôt qu'elle représente l'intégrale de 
/(()■ Il suffit, pour que le raisonnement s'applique, que / "&„({) dt tende 

vers o uniformément avec s' (quel que soit h). 

Il convient d'ajouter qu'une série 2!p„(ï) peut converger dans un inter- 
valle /of,, sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit 
qu'il soit. Soit par exemple une fonction /(/), à variation limitée entre —71 
et +1:, cl discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs 

ii-i i -Ll L. I .a enrto 



'-£^' m)dA\ + -^cr,,nO--l)\ 



converge dans l'intervalle — tt, -1--, et représente dans cet intervalle 

" — ~ Comme ses termes sont fonctions continues de /, elle ne 

converge uniformément dans aucun intervalle (sinon, sa somme serait fonc- 
tion continue de t dans cet intervalle). 
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Ces remarques faites, considérons une série de Informe 

ou de la forme 

Une pareille série converge uniformément dans Vairc S quand, à tout 
nombre positif e, correspond un entier v tel que, n étant supéricar ou égal à 
V, on ait pour tout point s (ou x,y) de S et de son contour 

I R„(^) I ou U„(^,j) ! <s. 

Si une série converge uniformément dans tout espace <t intérieur à S et 
ne renfermant pas certains points z' ou certaines lignes /' de S, nous conve- 
nons de dire que la série converge uniformément, sauf aux points z' ou sur 
les lignes l . 

La série converge uniformément sur une ligna Alî \-t = g(t)-, 
g = A(ï)], si la série 

V.[--(0] ou 29„[^{0, J(0] 

converge uniformément entre /„ et /, ((„ et t, étant les valeurs de t qui cor- 
respondent aux points A et B). 

5. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Soit une série ^f„(z) = F(z) et une aire S à contour 
quelconque : si les fonctions f„(z) sont holomorphes dans S et continues 
sur s, et si la série F(z) converge sur s uniformément : i" la série F(s) 
converge uniformément dans toute aire S' intérieure à h et sans point 
commun avec s ; 2° les séries formées par les dérivées successives des 
termes de F(s) convergent uniformément dans S' et représentent les dé- 
rivées successives de F(s) dont l'existence est ainsi démontrée. 

Formons en effet la série 

V M^) 

et appelons M le module maximum de -, . _^ -.p+ i quand s varie sur le con- 
tour s, et X dans l'aire S'. On peut, quel que soit e, trouver un entier v assez 
grand pour que, n étant supérieur à v, | MR„(3)| soit inférieur à s quand s 
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parcourt s. D'après le lemme I, la série 



2X(^ 



■)"^' 



est convergente, et de plus, pour les valeurs de n qu'on vient de définir, le 
reste de cette série H'^/x) a un module inférieur à Iz (octant la longueur 
de s), quelle que soit la position de x dans S' et sur son contour. D'autre 
part, 



l 



(z-œy- 



"" —:r—:Jni^)- 



La série S/^f (a?) converge donc uniformément dans S'. On déduit sans 
peine du lemme II qu'elle représente la dérivée ^i*'"'* de la fonction F(a;), 
définie par la série convergente ^/^^(a;). 

Le théorème est encore vrai, si chacun des termes /„(s) est discontinu 
sur^î, en des points «„, a^,, ..., ne formant pas de suite linéaire, pourvu que 
\Jn{^) I ne croisse pas dans S et sur s, au delà de toute limite. Il suffit de 
répéterleraisonncmentprécédcnt, enremarquantquol'intégrale / /^ /,_^i 

a un sons et représente encore — ^ — '- — f^(x), ainsi qu'on le voit faci- 
lement. 

Le théorème subsiste même si la série converge uniformément sur ^, 
sauf en des points a,, a„, .. . (ne formant pas de suite linéaire), pourvu que 
le module maximum de S„(s) sur s ne croisse pas au delà de toute limite 
avec n. Il suffit de raisonner comme précédemment, en appUquant le 
lemme I généralisé. 

6. TiiÉoitiiSiE II. — Soit un espace S, admettant la représentation con- 
forme sur un cercle, et une série 2f„(a?,y) : les fonctions c„{x,y), qui sa- 
tisfont dans S à l'équation Ac„^^ o, sont uniformes et régulières dans cet 
espace, et continues sur son contour s. Si la série 

converge uniformément sur s : i" elle converge uniformément datis toute 
aire S' intérieure à S, et sans point commun avec s; 2" les séries formées 
par les dérivées partielles des termes de V(ic,y) convergent uniformé- 
ment dans S', et représentent les dérivées partielles de V(a:,y) dont 
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l'existence est ainsi démontrée. Ces dérivées satisfont à l'équation 

AV = o. 

Supposons d'abord que S soit un cercle C de rayon i, ayant l'origine 
pour centre. On sait que 

(^, ï]) est un point de la circonférence c de C, (x,y) un point de C; 

Si M est le module maximum de , ^ , ^ (■— r^— -) quand (^, t]) parcourt c, 
et quand (x,y) varie dans S', on peut trouver un entier v assez grand pour 
que, n étant supérieur à V, M| R„(^, ï])| soit inférieur à e, quel que soit (?,ï]) 
sur c. Par suite, la série 



2ifs4-^(^)'.'^-^'-. 



converge uniformément dans S'; car, pour les mêmes valeurs de n, le reste 
'R'^(xy') est dans cet espace inférieur à t. 

La série "S - - -■ "g représente, d'après le lemme II, , „ 1 p i 1^ fonction V 
définie par la série ^i>„(^x,y) satisfait donc dans C à l'équation AV ^ o 
et est régulière dans ce cercle. 

En partant de Tesprcssion 



■r,y) + .■«(.., j)= f'a.-n)"^ 



on voit que la série 

converge uniformément dans S', ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore 
de l'intégration de la série V ~ — i-r^- Toutes les fonctions /«(s) dont 
la partie réelle est c„{x,y) sont de la forme c,i(x,y) -+- iu„{x,y') h- 1X2.11. 
Si la série 
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converge pour un point (^oî^'o) de S, comme la série (a) converge pour ai^^^n, 
la série 2C« est nécessairement convergente, et par suite (^) converge uni- 
formément dans S'. Autrement dit, it„(^x,y') désignant une quelconque des 
fonctions conjuguées de i'^Çx^y'), la série 

converge uniformément dans S'. 

Soit donc une série '^/^{z) = '^v„{x,y) -\- iun{x,y), si la série 
2c„(x-,y) converge uniformément sur c, et si la série l!.u„(x,y) con- 
verge en un point (^b,jKu) intérieur àc, la série et les séries formées par 
les dérivées de ses termes convergent uniformément dans tout espace S' 
intérieur à c. 

Remarquons de plus que, si une série 2f„(x,jK) converge uniformément 
dans une aire c, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent 
uniformément dans toute aire œ' intérieure à cr; il suffît, pour le voir, de dé- 
composer a' en parties tr,, o-^, . . . qui puissent être enfermées dans des cer- 
cles c,,c.^, ... intérieurs à t, et l'on raisonne sur ces cercles comme sur c. 

Revenons maintenant au cas où Taire S est quelconque; d'après la l'e- 
marque précédente, tout revient à démontrer que la série '^{'„(x,y) con- 
verge uniformément dans toute aire S' intérieure à «. Soit 

une fonction qui représente d'une manière conforme l'aire S sur le cercle C. 
Inversement, s,—/, (s) ~<f,(x,y) -\- i<\/,{x,y). Les fonctions/et/, sont 
holomorphes, la première dans C, la seconde dans S. Posons a; = ^(a;,,^,), 
y = ^(ie,,y,) : les fonctions ^'„{^i,y,) sont régulières dans C et satisfont 
à l'équation Af^, = o. De plus, la série '^p',^^,, y,) converge uniformément 
sur c; elle converge donc uniformément dans toute aire S', intérieure à c; si 
l'on remplace x, par <:f,(x,y),y, par '\',(x, y), le théorème est démontré. 
On généralise de la même manière la remarque relative à la série 

2i'„(^,j)-hi«,.(^,j). 

Le théorème II est encore exact si la série "^v^Çx, y) converge uniforme- 
ment sur s, sauf en des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu 
que le module maximum de S„(a;,y) sur s ne croisse pas au delà de toute 
limite. 

Les théorèmes I et II ont été établis en supposant que S n'avait pas de 
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points à l'infini : mais on ramène lous les cas à celui-là à l'aide de la transfor- 
malion s = , le point a étant cxtériem' à S. 

7. On peut donner dn théorème H une démonstration qui s'applique au 
cas où l'aire S est à contour quelconque et au cas où les termes v„ do la 
série dépendent de trois variables. 

Soit donc dans l'espace un volume quelconque S, n'ayant pas de point 
à l'infini, et limité par une surface s à connexité quelconque. Si la série 
\(x,y, s) = 2c„(a:,y, s) (dont lous les termes sont des fonctions régu- 
lières dans S, continues sur s, et satisfont à l'équation A('„= o) converge 
sur s uniformément : i° elle converge uniformément dans S; 3" les sé- 
ries {a) formées par les dérivées de ses termes convergent uniformément 
dans tout espace S' intérieur à S ei sans point commun avec s. 

En premier lieu, si l'espace S est une sphère, on établit comme dans le 
plan, en partant de la formule 



.<..,,-,=.^/X'^^.(i,„. 



ds, 



que les séries (a) convergent uniformément dans l'espace S'. 11 en résulte 
que, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque), 
les séries («) convergent dans S' uniformément. 

Tout revient donc à démontrer la première proposition. Considérons 
pour cela la somme 

Cette fonction^ est régulière dans S, continue sur .ç, et satisfait à l'équation 
Aip = o. Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite, 
pour tout point (x,y, z) de S, la valeur de tp est comprise entre la plus 
grande et la plus petite valeur de ç sur s, ou égale k l'ime de ces deux va- 
leurs. Si \j, désigne le module maximum de ip sur s, le module de ^ dans S 
est au plus égal à pL. D'autre part, on peut, par hypothèse, trouver un entier 
V assez grand pour que, quel que soit p, \ rf{^Xjy, z) | soit sur s inférieur à 
un nombre positif donné s, autrement dit pour que [a soit inférieur à e. Pour 

tout point de S et de s, l'expression V v^(x,y, s) a donc, quel que soit p, 

un module inférieur à £ : la série V converge dans S uniforinémenL. 



y Google 



Remarque. — Si S comprend le point ce, s ayant lous ses points à dis- 
tance finie, cliaque fonction f„, holomorphe dans S, est holomorphe pour 
le point îo: fa(=o) = a„. Quand la série 2a„ est convergente, le théorème II 
s'applique encore à l'espace S. Il suffit de prouver que la série 

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose 

(l'origine est supposée extérieure à S): la série V ^'' 'f '" a tous ses 
termes réguliers dans S', continus sur s', et converge uniformément sur s', 
par suite dans S' : on en conclut qu'il en est de même dans S de la série 
2u„(a;,y, z). 

Si la surface s a des points à l'infini et si les fonctions c„, régulières dans 
S, sont régulières aussi au point ec]v„(ca') = a„], on voit, en employant la 
nïème transformation, que la série 2f„ converge dans S uniformément, 
quand la série 2;'«„(^,y, z) converge uniformément sur 5, la série 2]o;„ 
étant de plus convergente (/• = \/x^ + y'^-hz-). 

8. La série 1.v„(x,y, s) convergeant dans S uniformément, la fonction 
V{x, y, s) est continue dans S et sur s : quand (x,y, z) tend vers le point 
(^,yi, C) de s, V(a:,j, s) tend vers la valeur V(^, ïj, 'Q = 2f„(^, t], (T). 
Comme la remarque s'applique au cas de deux variables, on en déduit que, si 
la série 2/„(3) converge surs uniformément, elle converge uniformément 
dans S, et, par suite, quand z tend vers un point "C de s, 'Sif„{z) tend vers 
la valeur 2/„(C), ce qui ne résultait pas delà première démonstration. 

Quand la série2c„(a7, y, s) ne converge pas uniformément sur s, le théo- 
rème n'est plus démontré. Toutefois, en s'appuyant sur la formule 



=/x[v(?...o^-iS;<-.J" 



on peut l'étendre à certains cas où les séries Si'^, V ~ convergent unifor- 
mément sur s, sauf sur des lignes de s. 
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■10. Les théorèmes qui précèdent nous seront utiles dans la suite. Ils s'c- 
Lcndent facilement aux séries dont les termes sont des fonctions holomor- 
phes dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, z, «, v, .... 
Leur application à la série de Taylor, dans le cas d'une ou de plusieurs va- 
riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence très simple est 
relative aux produits de la forme n/„(s). Si les fonctions Lyî,(z) sont ho- 
lomorphes dans une aire S et continues sur son contour s, et si le produit 
converge uniformément sur s, il converge uniformément dans S, et reprcv 
seule une fonction holomorphe de z dans cet espace. Si le produit des mo- 
dules R„ des fu{z') converge uniformément sur s, le théorème est encore 
vrai à condition de remplacer dans l'énoncé S par un espace quelconque S' 
intérieur à S. 

Revenons à la question qui nous a conduit à cette étude. Quand une série 
delà forme 2/„(3) converge uniformément dans une aire S oùles_/),(z) 
sont holomorphes, elle représente dans S une fonction holomorphe de s. Il 
est impossible qu'une telle série converge uniformément dans une aire S, 
sauf en des points isolés, si ces points ne sont pas des points singuliers des 
f„{z'). Supposons qu'elle converge uniformément dans une aire S, sauf aux 
points singuliers des/.(2), et sur une certaine ligne L : si cette ligne n'est 
pas singulière pour une ou plusieurs fonctions y„(?), elle rencontre le con- 
tour * de S, à moins que les fonctions^ n'aient des points singuliers situés 
sur L ou tendant vers L, quand n croît indéfiniment. Autrement, en retran- 
chant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les 
termes seraient holomorphes à l'intérieur d'un contour fermé s" entourant 
L, et cette série, convergeant uniformément sur s', convergerait uniformé- 
ment à l'intérieur. Ceci suppose les fn{z') uniformes dans S, sinon L peut 
être encore une ligne fermée entourant les points critiques d'une infinité de 
fonctions /„ . 

Enfin, admettons qu'une série de fonctions analytiques 2y„(3) conver- 
gente dans une aire S où les_^,(s) sont holomorphes ne représente en au- 
cune portion de cette aire une fonction analytique : cette série no saurait 
converger uniformément dans aucune partie de S, ni sur aucun contour 
fermé de*' si petit qu'il soit. Déplus, il existe une portion de s' pour laquelle 
la série ne converge uniformément dans aucun intervalle, ou bien le module 
maximum de S„(s) sur s' croit avec n au delà de toute limite. En dernier 
lieu, si /n(s) = v„{x,y') -f- («„(a;,y), les deux séries 2p„ et 21«„ doivent 
présenter respectivement les mêmes singularités. Ces conditions étant sup- 
P. 3 
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posées remplies, on ne saurait d'ailleurs en conclure que la série ^y„(s) ne 
représente pas dans S une fonclion analytique. 

11. Pour terminer, nous déduirons des théorèmes 1 et il une consé- 
quence relative au point à l'iiifini des fonctions holomorphcs. 

Soit une fonctiony(z) holomorphe pour tout point du plan situé à dis- 
tance finie dans rintervallc AOB compris entre deux droites OA, OH. Si 
f,/(-^)] "^ croît pas au delà de toute limite quand z s'éloigne à l'infini 
entre deux droites quelconques OA,, OB, comprises dans l'angle AOB, 
/'(s) et, par suite, toutes les dérivées successives tendent vers zéro. 

Soit S| Tcspace A|OB,. Considérons la série ^ . ^a - ^. ' /icsquantitésa,, 

sont réelles et positives et la série V — converge). La série V-—-- — 
converge dans S, uniformément; car, si M désigne le module maximum de 
/(z) dans Sj et sur OA,, OB,, la série ^— est convergente. 11 en résulte 

que la série2/'(«„s) converge uniformément dans toute aire S'intéi'ieure à S,, 
par exemple dans l'aire S' comprise entre deux droites OA', OB', et deux cer- 
cles de centre O et de rayon pctp' (p' est plus grand que p). On peut trouver 
un entier V assez grand pour que, » étant égal ou supérieur à v, \f'(a„z)\ 
soit inférieur à £, quel que soit s dans S'. Si l'on prend p et p' de telle ma- 
nici'c que, pour les mêmes valeurs de n, a„^, p soit au plus égal à a„p', on 
voit aussitôt que l'affixe de tout point '( compris entre OA', OB' et extérieur 
au cercle de centre O et de rayon Ovp' est égal à «„s, s étant un point de S' et 
Il étant au moins égal à v : par suite, |/'(C) | est inférieur à e, quel que soit 'C- 
Il suffit de faire, par exemple, «„= n^ etp'= ^p. La fonction/' (s) tend donc 
uniformément vers o, quand 2 s'éloigne à l'infini entre OA' et OB' (OA' et 
OB' étant deux droites quelconques comprises dans l'angle AOB), 

Si le module de la fonction ■ ■ ^ ■ ne croît pas au delà de toute limite 
quand z s'éloigne à l'infini OA, et OB,, on voit de même, en considérant 
la série V ■ ^"" > que f''*' (z) et les dérivées suivantes tendent vers o. 

Le théorème est encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) v(x,y) de 
/(z) est telle que _' — ne croisse pas indéfiniment quand s s'éloigne à 
l'infini entre OA, et OB,. 

11 peut arriver évidemment que |/(^) | ne croisse pas indélinimeiit dans 
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une direction OA, sans que f'(s) tende vei's O dans cette direction. Mais, 

dans ce cas, \/(s) | croît au delà de toute limite pour des directions infini- 
ment voisines. La fonction sin(s) est un exemple de ce l'ait. 



CHAPITKK II. 



1 . Soit y(z) une fonction de z définie dans une aire S de contour s, où 
elle est uniforme : AB étant un fragment de s, la fonction F(s) est dite con- 
tinuable au delà de AB s'il existe une fonction /(s) définie de part ei 
d'autre de AB, coïncidant avec F(s) dans une portion finie de S attenante 
à AB, et holomorphe pour tous les points '( de AB, sauf pour des points 
ne formant pas sur AB de suite linéaire : autrement dit, pour chaque point 
'(, de AB (à l'exception peut-être des points « d'un ensemble ponctuel), il existe 
une fonction y( s) représentée par une série dcTaylor/(s) = 2a„( j — "()", 
et qui coïncide avec F(3) dans une portion de S. Il est clair que, pour 
chaque point C, il ne saurait exister qu'une seule scrie/(3) ; c'est ce quVn 
exprime en disant qu'une fonction continuable n'est continuablc que d'une 
seule manière. La coupure AB est dite alors coupure artificielle de la fonc- 
tion F(3) : c'est une coupure essentielle, si la fonction F(^) n'est pas conti- 
nuable au delà de AB. 

Une condition nécessaire (mais évidemment insuffisante) pour que la 
coupure AB soit artificielle est que F(3) tende vers une valeur F, (i^) quand 
le point s de S tend vers un point (^ de AB (à l'exception peut-être des points 
X, d'un ensemble ponctuel). Pour trouver la condition suffisante, nous nous 
nous appuierons sur quelques lemmes très simples, qui ressortent de la 
théorie de la continuité et que nous énoncerons tout d'abord. 

2. Lemme I. — Soit une fonction quelconquey des deux variables réelles 
x,y, uniforme et continue dans Faire S, Si à tout point M de AB corres- 
pond un chemin MN variant avec M d'une manière continue, et tel que, le 
point (x, y") de S tendant vers M sur MN, f{x, y') tende uniformément le 
long de AB vers la valeur y, (.s) (s désignant l'arc AM) : i" f, (s) est une 
fonction continue de «î i°/(x,y) tend vers /, (s) qi/and(x, y) tend vers 
M d^ une façon quelconque. 
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Si pctil que soit le nombre positif e, il existe une longueur X telle qu'en 
prenant sur chaque chemin MN la longueur MP = X, pour tout point (x^y) 
deMP, \/(x,y') — /'i(«)l soit inférieur à e. Quand M parcourt AB, Pdécrit 
une ligne continue a. Désignons par ^, ïj les coordonnées de P, par M' un 
point de AB voisin de M et correspondant à l'arc s -h h : 

La fonctiony(H, tj) étant continue, et le point (^, ï]) variant avec M d'une 
manière continue, on peut trouver sur AB deux points M,, Mj de part et 
d'autre de M, tels que, M' variant entre M, et M^, |/(?', ï]') — /(E, ï))| soit 
inférieur à £. Il existe donc un nombre k, tel que, | h | étant compris entre 
+ k et — k, on ait 

l/,(ï+/0-/i(.0 i<3ï> 

ce qui montre que/, (s) est continue. D'autre part, soit (a;, y) un point in- 
térieur au quadrilatère curviligne MiPjM^Pa, formé par AB, a-, M|P,, 
M^, P, ; ce point est situé sur la ligne M'P', et 

/(^, r) -A (.î) = [/(^,7) -/,(.î + /')] + [/iO' + /O -fis)] ; 



l/(^./)-/i(^)l<4s. 

On peut donc décrire du point M comme centre un cercle C de rayon assez 
petit pour que, (x, y) étant un point de S intérieur à C, cette condition soit 
réalisée. Il en résulte q\ie/(x,y) tend vers/, (s) quiuid (3:^, y) tend vers M 
d'une façon quelconque. 

Lcinme II. — Inversement, si/(x,y) tend vers f,(s), le point (x,y) 
de S tendant vers M sur un chemin quelconque, /,( s) est /onction con- 
tinue de s, etf(x,y) tend uniformément vers/,(s) le long de AB. 

En effet, à chaque point M (y compris les points A et B) correspond un 
cercle G de centre M et de rayon ;■, tel qu'on ait, pour tout point (j:^, y) de S 
intérieure C, 

[Autrement, ît existerait, comme on le voit sans peine, des chemins MN 
tels que \/(x, y) — -/, (s) \ fût supérieur à t pour des points (x, y) de MN 
aussi voisins de M que l'on voudrait, ce qui est contraire à l'hypothèse. ) 
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Soient donc M, etM^ les extrémités des deux arcs MM,, MM^, dont la lon- 
gueur est r; M' étant compris entre M, etM^, faisons tendre vers M' le point 
(^,X) de C;/(.t,jk) tend vers /,(s-i- h) et, d'autre pari, si l'on pose 
/(x,y) —f,{s') = i], on a constamment |T]|f£; par suite, Um [ ï] | ou 
l/i (^ + ^) ~fi (*) I ^^^ ^" P^"^^ ^ê^^ ^ ^- L'a fonction/, (s) est donc continue. 
De plus, M', et M'^ désignant les milieux des arcs M, M, M^M, à tout 
point M' de l'arc M', M^ correspond un cercle C de centre M' et de rayon au 
moins égal à -, tel que, (x,y) étant un point de S intérieur à G, 
l/(^,7)~/,(.' + /') I 

soit au plus égal à 2£. En raisonnant sur M', et M'^ comme sur M, et ainsi de 
suite, on atteindra les extrémités A, B de l'arc AB, à moins que le rayon ;■ 
des cercles C ne tende vers o, quand leur centre M tend vers un cer- 
tain point L; mais ceci est impossible, car à ce point L correspond un 
cercle G,, de rayon r,, tel que, (x,x) variant à l'intérieur de G,, 
\/(x,y) —/,(s)\ ne soit pas supérieur à -> et, par suite, aux points M voi- 
sins de L correspondent des cercles C de rayon au moins égal à — ■ En défi- 
nitive, on peut trouver une certaine longueur p, telle que, {Xjy') étant un 
point de S intérieur à un cercle C de centre M et de rayon r, on ait, quel 
que soit M sur AB, 

l/(^,7)-/.(-0 1^2., 

ce qui prouve que/(a:, y) tend uniformément vers/, {s) le long deAB. 

On dit, dans ce cas, que la fonction /( a:, _>')/)reH(^ sur AB les valeurs 
/i(s) : la fonction est continue dans S et sur s. 

On peut compléter ces remarques par les suivantes ; soit une fonction 
/(x,y) définie de part et d'autre de AB dans des aires S et S' où elle est 
uniforme et continue ; si à chaque point M de AB correspond un chemin 
NMiV, variant avec M d'une manière continue, et tel que, les points {x^y) 
cl(x,,y,) de S et de S' tendant vers M sur' IVMN,, f{x,y) —/,(x,,y,) 
tende uniformément le long de AB vers la valeur cp(«): i" tp('î) est une 
/onction continue de s', 2" la/onction/(x,y') définie dans S prend sur AB 
une suite continue de valeurs /,(^s), et la fonction /(x ,, y ,) définie dans 
S' prend sur ABles valeurs ft (s) -f- 9(«)- 

On part encore de ce fait qu'il existe une longueur / telle, qu'en prenant 
sur MiS'M, les arcs MP et MP, de longueur l, on ait, si (27, y) est un point de 
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MV,x,y, un point de MP,, \f(x,y)—/{x,,y,) — i:f(s)\<^i, quelque 
soit le point M sur AB. Le raisonnement s'achève comme précède mmenl. 

De même, si la différence /(a;, jk) — /{^iiX\) ^^"^d vers ç (5) quand le 
point(3:^,y) de S cl le point (x,,y,) de S' tendent vers M d'une manière 
quelconque, la fonction f(s) est continue, et les fonctions f{x,y) et 
f{x, ,y 1 ) prennent sur AB une suite continue de valeurs. 

De ce qui précède, il résulte qu'il est impossible que/(a7,jv') prenne sur 
AB une suite discontinue de valeurs. Il ai'rive qu'à chaque point M de AB 
correspond un chemin MN, tel que_/'(a:,y) tende- sur ce chemin vers/, («), 
f,(s) étant discontinue; mais sur des chemins infiniment voisins de MN, la 
valeur de/(x,y) ne tend vers aucune limite ou tend vers une limite diffé- 
rente de/, (s). On le voit directement, en remarquant qu'il existe des points 
M' aussi voisins de M que l'on veut sur AB, pour lesquels |/i(*H-/*)— /i(*) I 
est supérieur à un certain nombre a. Si l'on prend sur MN, M'N' deux 
points (Xfy), (x',y') très voisins de M et de M', J(x,y) et /(3î',y') diffè- 
rent très peu de/|(.s)et/, (5 -h h), et sur un chemin quelconque joignant ces 
deux points, /prend toutes les valeurs intermédiaires entre /{x,y) et 
f(x',y') : pour des points {x, y) aussi voisins de M que l'on veut, 
\f{x,y') — /, (s) I est donc supérieur à une certaine valeur, 

La même singularité peut se présenter, /,(«) étant continue. Supposons 
par exemple que la courbe s soit formée d'un segment de Ox et d'un demi- 
cercle ayant l'origine pour centre. La fonction e '', continue dans S, tend sur 
la normale en M à s vers une valeur /i(^) -H i/i(s), fonction continue de 

l'arc s. En particulier, quand s tend vers l'origine sur l'axe des^, e ^' tend 

verso; mais, pour d'autres directions OM, \e ""'j croît au delà de toute li- 
mite ('). 

Il importe aussi de faire la remarque suivante : soit F(s) une fonction de 

(I) Soit encore un cercle C de centre O et de rayon R. I.a fonction 

(% désignant un point de la circonférence C) est holomorphe dans C, et quand 3 lend vers 
un point Ç de G sur un rajon OM, /(a) lend vers la valeur /ifÇ) = fi(s) + »'l'i(«). fonc- 
tion continue de l'arc s de C. Mais \/(z) \ croit au delà de toute limite quand z lend vers a 
sur certaines directions. 11 existe une fonction V(a', j) et une seule, saiisfaîsanl à l'équa- 
tion iV= o, régulière dans C, el prenant sur * les valeurs V,(ï)(Vi étant fonction con- 
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3 holomorphe dans S, et continue sur s, si Ton trace dans S un chemin ANlî 
quelconque , 

f ¥{z)d^=j 'V{z)dz. 

Tout d'abord, si AN'K est un second chemin tracé dans S, ou voit aus- 
sitôt que 

f ¥(z)dz=f Y{z)dz. 

Par chaque point M de AB menons une parallèle à Ox' et prenons sur cette 
parallèle une longueur MP = l, telle que, s, désig;nant l'affixc de M, z l'af- 
lixe de P, on ait, quel que soit M sur AB, 

,F(.i)-F(s)|<J. 

Par suite, comme dz^ ■-■■ dz, 

\r^ I étant inférieur à es,, si s, est la longueur de l'arc Alî. D'autre pai't, 

Ij Y{s)dz I et I y^ V{z)dz I 

linue de s). Cette fonction osl donnée par l'intégrale connue 

[En s'appuyant sur ce ((ue V,(s) est uniformément continue sur C, on démonUe, en etlct, 
que y{x,y) tend tiniformémeiit vers Vi(i) le long de C] Cette fonction V peut se déduire 
également du développement de Vi{*) en série de Fourier, comme on le voit sans peine en 
remarquant cpie celle série converge uniformément. Prenons en particulier Vi{s) = '^lis) : 
la fonction "W (a:, y) ^ i^ix, y) est régulière dans G et tend vers o quand {ce, y) tend vers C 
sur un rayon OM; mais elle n'est pas identiquement nulle. Le point a considéré plus haut 
étant quelconque) on voit qu'il existe une infinité de fonctions V régulières dans C et ten- 
dant vers zéro quand le point {a:, y) tend vers G sur la normale. Il existe en conséquence 
une infinité de fonctions \(x,y) satisfaisant à l'équation iV = o, régulières dans une aire 
S de contours, et tendant vers la suite continue de valeurs Vi(ï) quand x, y tend vers î 
sur la normale à cette courbe. Si Vi(i) est discontinue en certains points a, b, c, '. . . de G, 
il esisle encore une infinité de fonctions tendant vers Vi(s) sur chaque normale à C 
(sauf pour les points d,b, . ..): pour ces points, la fonction \(x,y) qu'on déduit de la 

Vi(* + o)-i- Vifs — o) 
série de Fourier tend sur la normale à G vers — ^-^ , mais ce nés! pas la 

seule. 
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sont inférieurs respectivement à M, / et Ma^, M, et M^ étant les modules 
maxima de F(s) sur AP, et sur BP,. Il en résulte qu'on peut prendre la 
longueur / assez petite pour que l'on ait 

a étant un nombre positif aussi petit qu'on veut ; mais 
J Y{^)d^=J \-{z)dz. 

Cette dernière intégrale est donc égale à / Y(z)dz. 

On en conclut immédiatement que, si^ désigne le contour formé par AB 
et une ligne ANB de S, x étant un point intérieur à ce contour, 

Cette égalité est encore vraie quand F(s) est continue sur AB, sauf en 
certains points a,b,c, ... ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu 
que, si l'on trace dans S une ligne g (formée de plusieurs parties) et sépa- 
rant les points a, b, c, . .. du reste de S, / -^ — tende vers o avec la 

longueur totale de cr. Cette condition est toujours remplie quand | F(s) | ne 
croît pas dans le voisinage de AB au delà de toute limite. Au cas contraire, 
l'intégrale / _ peut avoir un sens et ne pas représenter F(x). Par 
exemple, supposons que s' soit formé d'un segment de Ox el d'un demi- 
cercle ayant son centre à l'origine, / — n'a pas pour valeur e ^'. 

Lemme III. — Si une fonction /(^,^) uniformedans S admet des déri- 
vées partielles -^ ! -^ continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs 

/x(s)^/r(s), la fonction ~(l désignant une direction quelconque) prend 
aussi sur AB une suite continue de valeurs fis), et la valeur du rapport 

' '■ /T i' tend versfi(s) quand le point (x, y) de S tend vers M sur 

une parallèle MN à l. 
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Soit a l'angle que fait avec Ox la direction l : 

df df df . 

(il dx df 

donc-^ prend sur AB la suite continue de "valeurs /a,(s) cosa 4-/,.(s)sina. 
D'autre part, (x^y), (a;o,yo) étant deux points de S, 



f{^,y)=n^o,y.)+f 



~- dx^ -f- d 



L'intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long d'un chemin 
quelconque de S joignant les points (irn,^'^) et (a?,^). Si l'on fait tendre 
(se, y) vers le point M (^, t)) de AB, on voit aussitôt que l'intégrale tend 
vers une valeur indépendante du chemin d'intégration ; la fonction /(ic, y) 
est donc continue sur la ligne AB, /, (s) est sa valeur au point M. Considé- 
rons un second point M' de AB 

l'intégrale étant prise le long d'une ligne quelconque de S joignant (£', ■/]') 
et (E, rj). On démontre, comme pour l'intégrale /F(s) ds, que 



f.'",iù''=°*'j,''''=^ £/•'•'''''' -"-■f'^''"'^- 



Ceci pose, soit un point P ou i^yy) de S, situé sur une parallèle MP à 
/, et désignons par A/ la longueur MP précédée du signe + ou — , suivant 
que les deux directions / et MP sont de même sens ou do sens contraire, 

(l'intégrale étant prise le long do MP); par suite 

/(»'./) -/.(») = [A(5) + !](«- ï) + [/,(.) + e'Kj- - ,), 
sets' tendant vers o avec A/. On a donc 

P. 4 
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De plus, (^', ï]') éLanL un second point de AB, 



/,(s') -/, (0 ^f M^) dx +/,.(..) dy. 



On en conclut que/,(5) admet une dérivée/", (s), égale à 

A(s)cos[3+/^{ï)sini3 

(^ désignant l'angle avec Ç>x de la tangente en M à l'arc AB menée dans le 
sens des arcs croissants). 

Le raisonnement s'étend au cas oùlcs axes Ox et Oy ne sont pas rectan- 
gulaires. 

En particulier, si u ^ f(z) est une fonction holoinoi'plie dans S et si sa 
dérivée f'(z) tend vers /'(C) quand s tend vers uu point '(, de AB, 

lim -^'^j-^'^^ =/X0; de plus, ^^^'^ZC^^^ tend vers /'(OquandC, tend 
vers C sur AB. On voit que la courbe A'B', que décrit le point u quand z 
décrit AB, a une tangente en chaque point, et qu'à toute courbe MN, dé- 
crite par s dans S et coupant AB sous un certain angle, cori'espond dans le 
plan des u une courbe M'N' coupant A'B' sous le même angle. 

Une fonction/(a;, y) peut prendre sur AB les valeurs/, (5), /, (5) admet- 
tant une dérivée/", (s), sans que les dérivées j- > -j-, continues dans S, ten- 
dent vers une limite le long de AB. 11 est facile de former des exemples de 
cette singularité qai se présente nécessairement si /\ (s) est discontinue, 
^ et -^ étant continues le long de AB. Mais nous démontrerons dans la 
suite que, si une fonction /(s) bolomorphe dans S prend sur AB les valeurs 
/((s), /, («) admettant une dérivée continue /',(«), la dérivée /'(z) prend 
nécessaire me /it sur AH les valeurs f ('Q — /", (s) ^ij^fceci suppose toule- 

foisquc, le long de AB, les dérivées -^1 -=4 existent et soient continues!. 

Une dernière conséquence est relative aux fonctions V(a;,y) régulières 

dans S et satisfaisant à l'équation AV = o. Si les dérivées -j-> -r- prennent 

surle contour s une suite continue de valeurs, il en est de même de V(œ,y); 
de plus, on peut prendre sur chaque normale MN à s une longueur MP = / 
assezpetite pour que, les points (iï;,^) et (07,, y,) étant compris entre M et F, 
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— y''^ ^ ■ J''-— ' soit inférieur à t (n désigne la direction MN). li 

en résulte aussitôt que 



-JX^ 



[/■ =:: \/~(x — ■^0)^+ [y —y^y, (sa, y) est un point de S, (^myo) un poinL 
de s]. Cette égalité subsiste si -j-^-^ sont discontinues en certains points de 

s, ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu que les modules de-r-i -3- 
ne croissent pas dans S au delà de toute limite. Pour qu'elle soit exacte, il 
suffit encore que V soit continue sur s, et qu'à tout nombre £ corresponde une 
longueur /, telle qu'en prenant sur chaque normale MN à s la longueur 
MP = /, on ait, pour deux points quelconques (x,y),, (x,,y,) de MF, 

I dn dn | 

Les lemmes (I), (11) et (111) s'étendent évidemment, ainsi que les remar- 
ques qui s'y rattachent, aux fonctions /■(j;,^, s) de trois variables réelles, et 
en particulier aux fonctions V(x,jv, s) qui satisfont à l'équation AY -- o. 

3. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

TiiÉonÈME. — Soit une fonction /(z) holomorphe dans l'aire S de con- 
tour s, et prenant sur r arc KB de s les valeurs f, (s). S'il existe une fonc- 
tion ç(s), holomorphe dans un espace S' extérieur à ?> et attenant à 
AB, qui prenne sur AB les valeurs f,( s), la fonction F(z) égale àf(z) 
dans S, à 1^(3) dans S', est holomorphe dans l'aire totale ^formée par 
les deux aires S et S', 

En efîet, traçons dans S et S' les chemins ANB, AN'B. Si x désigne un 
point intérieur au contour ABNA,a;' un point intérieur au contour ABN'A, 
on a (te sens AB étant le sens direct du premier contour) 
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Par suite, 

(t représentant le contoiir AN'BNA). La fonction Y{x) est donc liolo- 
morphe dans 2. 

On peut remarquer que le théorème subsiste, si à tout le nombre £ cor- 
respondent des longueurs l et V et pour chaque point M de AB un chemin 
N'MN variant avec M d'une manière continue et tel qu'en prenant sur 
N'MN, de part et d'autre de M, les longueurs MP = /, MP':^ /, on ait, 
quel que soit M, |/(s) — ^(s') |5£, ^ et s' étant les affixes des points P et 
P'. Cette condition est remplie par exemple si, z et z' étant deux points si- 
tués sur la normale en M à AB à la même dislance d de M, on peut prendre la 
longueur(/assezpetite pour que |y(s) — if (2')|soitinféricurà Elelongdc AB. 

D'après le théorème qui précède, on voit qu'une fonction F(3) uniforme 
et continue dans une aire S est holomorphe dans 'à ou y présente des 
espaces la.cunaires ; car, si elle est holomorphe en chaque point de S, sauf 
peut-être sur certaines lignes, elle est aussi holomorphe en chaque point de 
ces Hgnes. 

Ce théorème permet également d'énoncer la proposition suivante : 

Pour qu' une fonction f(^z') définie du côté C de AB et holomorphe 
dans le voisinage de AB soit continuable au delà de cette ligne, il faut 
et il suffit qu^il existe une fonction de z, cp(3) définie du côté opposé C 
de AB, uniforme dans le voisinage de AB ei prenant la même valeur 
quef{z) en chaque point de cette ligne (à l'exception peut-être des points 
d'un ensemble ponctuel). 

En particulier, si une fonction y(2) holomorphe dans l'aire S de contour 
s prend sur une portion quelconque AB de s une valeur constante, elle est 
une constante dans S. Par suite, si deux fonctions/(s) et f, (z), holomor- 
phes dans S, prennent sur la coupure AB les mêmes valeurs, elles coïncident 
dans S ; car la différence y(s)—_/',(z), nulle sur AB, est nulle dans S. 

Les raisonnements qui précèdent supposent que la courbe AB admet en 
chaque point M (sauf aux points d'un ensemble ponctuel) une tangente 
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variant avec M d'une manière continue. On peut donner de la dernière 
proposition une démonstralion qui s'applique à une courbe continue quel- 
conque. 

Il suffit de prouver que, si la fonction /(5) liolomorplic dans S s'annule 
le long de AB, elle est nulle dans S. Soit z„ et s, deux points de AE; po- 
sons z' = (s — Za){cos«. + isina); àla ligne AB et k l'aire S correspon- 
dent une ligne A'B' et une aire S' qu'on obtient en faisant tourner AB et S 
de l'angle a autour du point z^. Posons de même z" = (s — s, ) (cos ^ -i- isin P); 
à AB et à S correspondent A"B" et S". En prenant les points 3„, z, assez 
voisins, on peut choisir les angles a et ^ de telle sorte que les aires S, S', S" 
aient une partie commune 1i limitée par des fragments de AB, A'B', A''B". 
Considérons le produit f(z)/(z')f(s'''). C'est une fonction de s liolo- 
morphe dans 2, car /(s) est holomorphe dans S,/(s')dans S', /(z") dans S". 
De plus, ce produit P -i- i'Q s'annule sur le contour d de 2. Les deux fonc- 
tions P, Q, régulières dans 2, satisfont dans cette aire aux équations 
AP = o, AQ = o et s'annulent sur (t; elles sont donc identiquement nulles. 
Il en résulte qu'un au moins des trois facteurs et, par suite, les trois facteurs 
du produit, sont nuls dans 2. La fonctiony(3) est nulle dans l'aire S. 

Ajoutons encore que, sî la fonction /(z) est continue le long de AB et 
s'annule en des points formant un ensemble linéaire ayant AB pour limite, 
f(z') s'annule le long de AB; autrement, elle prendrait pour des points in- 
finiment voisins des valeurs discontinues; elle est donc identiquemcntnulle 
dans S. 

Nous allons appliquer immédiatement les remarques précédentes à l'é- 
tude de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implicite 
ou une équation différentielle. 

4. Théorèmes sur les fondions implicites. — Soit/(r, u) une fonction 
uniforme de deux variables s et w, holomorphe quel que soit u (sauf pour 
«3s) quand z varie dans une aire simple S. Si l'équation en u,f(za, u) = o, 
(So étant un point de S), a une infinité de racines, les points z pour les- 
quels l'équation n'a qu'un nombre donné, n, de racines forment au 
plus dans D une suite ponctuelle ^ 2 étant un espace quelconque intérieur 
à S, sans points communs avec son contour s. 

Supposons que la fonction /(s, u) s'annule pour z-= z„,u= ?(„. Quand 

■4-{za, Wo) n'est pas nul, l'équation /(s, «) = o définit une fonction de u 
égale à u^ pour z = z^, et homolorphe dans le voisinage de = = ;;„ , Quand 
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-^ (z„. Ua') — o.uTiG dérivée -T-^ ne s'annule pas pour u,,. z„ rautroment, 
du' "' ' ' aw 1 r ji u i 

/(s„, u) est nulle identiquement, et/(z, u) contient en facteur une puis- 
sance de (z — Sa) qu'on peut supprimer]. La relation /= o définit alors 
une fonction égale à u„ au point s^ et admettant ce point comme point cri- 
tique algébrique : u est dans tous les cas développable suivant les puissances 

de (z — ZoY'^'jii l'intérieur d'un certain cercle C. Ces propriétés rappelées, 
traçons dans S un chemin quelconque L de longueur finie joignant les 
points Zf,, z. Prenons sur L un point z intérieur à C. La fonction u est 
égale à u en z (si z^ est un point critique de u, on choisit arbitrairement 
une desp -+- i valeurs de u). En raisonnant sur z comme sur Zq, et ainsi de 
suite, on arrive à un cercle comprenant z à son intérieur, à moins que le 
chemin SuS ne rencontre un point singulier de u. Soit C ce point, je dis que, 
quand z tend vers X,, u tend vers l'infini. En effet, u ne peut tendre vers 
une valeur finie V; car le couple (Ç, c) serait analogue au couple {z^, u^). 
Supposons que u soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que 
\u(z) I soit inférieur à R pour des points 2 de L compris entre z et Ç, si 
voisin que z' soit de C, et un nombre p tel que pour des points s et s, , com- 
pris entre 2' et ^, on ait I «(s) — «(s,) I >p. A l'intérieur du cercle C, 
décrit dans le plan des u de l'origine comme centre avec R comme rayon, 
l'équation /((T, «) =: o a un nombre fini de racines «,, u^, ..., u^, qui va- 
rient avec C d'une manière continue. (Quand un de ces points est surC,, on 
donne à R une valeur un peu plus grande.) Traçons dans le plan des z un 
cercle 7 de centre "C et de rayon assez petit pour que «,, «,1 ■ ■ ■; "v quand z 
varie dans y, restent compris dans des cercles c,, c.j, ...,c^ de rayon infé- 
rieur à - ! sans points communs et intérieurs au cercle C, . Soit enfin A le 
module minimum de/(z, u) quand s varie dans y, et « dans l'espace T in- 
térieur à C, et extérieur aux cercles c. On peut toujours, ainsi qu'il sera dé- 
montré dans un instant, prendre y assez petit pour que A ne soit pas nul, 
c'est-à-dire pour que /(z, u) = o n'ait pas dans C d'autres racines que les 
V valeurs u,, ...,u^. Quand z tend vers Ci « qui varie avec z d'une manière 
continue n'est ni constamment extérieur à C,, ni constamment intérieur 
à un cercle c, sinon | «(s) — «(z,) ] serait constamment inférieur à p. On 
voit donc que, pour des valeurs z' de z intérieures à y, u prend des va- 
leurs u intérieures à T. Mais \f{z', u') \ est au moins égal à A, et, par hy- 
pothèse, f{z', u') = o. La fonction «(s) ne peut être indéterminée, et par 
suite tend vers l'infini quand z tend vers Ç. 
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Ce point établi, nous ferons encore les deux remarques suivantes, néces- 
saires à la démonstration : i" quand z„ varie dans u/ie aire Z intérieure 
à S, Véquation /{Za, u) ^ o n'admet qu'un nombre fini q de racines 
dont le module soit inférieur à un nombre donné M, En effet, pour chaque 
point Zfl de 2, l'équation n'admet qu'un nombre q^ de racines répondant à 
la condition (en tenant compte des degrés de multiplicité). Il suffit de 
prendre pour valeur de q le plus grand des nombres §„, quand s» vario 
dans 21. Ce maximum existe, autrement q^ croîtrait indéfiniment quand z„ 
tendrait vers un certain point X,- En ce point Ç, l'équation n'admet qu'un 
nombre fini^ de racines (égales ou distinctes), de module égal ou inférieur 
à M; ces racines (c,, v.,, . . ., Vp) sont développables dans un certain cercle, 

de centre 'Q et de rayon r, suivant les puissances de (^ — Ç) ou de (: — X,)'' 
(k étant un certain entier), et ces développements représentent toutes les 
racines de l'équation / = o qui tendent vers une des valeurs p,, v^,,.., Vp 
quand So tend vers C- Mais pour des points z^ infiniment voisins de "C, l'é- 
quation devrait être satisfaite par des racines «<, de module inférieur à M et 
distinctes des précédentes, par suite ne tendant vers aucune des vale^lrs 
V,, . .., Vp, quand z^ tend vers C- Autrement dit, pour des points z^ aussi 
rapprochés de ^ qu'on voudrait, l'équation admettrait des racines a„ toiles 
que les modules des différences u^— f,, u^ — ■ Cj, . . ,, «^ — Pp fussent supé- 
rieurs à un certain nombre h. Or, soit A le module minimum de /(t, u) 
quand u décrit l'espace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon et l'o- 
rigine pour centre, et extérieur aux cercles c, de rayon h et de centres 
(j, , Cj , . . . , Cp. On peut décrire de Ç comme centre un cercle y de rayon assez 
petit pour que, z variant dans y et « dans T, on ait constamment 

l/(Ç,«)-/('->«)l<^- 

Or, pour un point z' de y et u' de T, on devrait avoir 

/(.-',«') = « etpiirsuite |/(:,«')|<^, 

ce qui est impossible, puisque [fCÇ, u') | est au moins égal à A. 

2° Soit_/"(s) = P + i'Q une fonction analytique de ^. On sait que, si/(z) 
est holomorphe au point s,, — ^o + iy^, les deux fonctions P et Q ne peu- 
vent présenter au point z^ ni maximum ni minimum. 11 en est de même si 
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Sj, est un point critique algébrique défiez). En effet, on peut développer 
f{z') de la manière suivante : 

/{z) = P + (Q = (P„+ iQ„) + a(z -z,Y^.... 

Si s décrit j5 fois un petit cercle de centre z,,, P + i'Q décrit un contour en- 
fermant Po + (Qi, ; par suite, P prend des valeurs inférieures et supérieures 
à Pd dans le voisinage de x^y^, et la même chose a lieu pour Q et Qo- 

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème énoncé. Pours = Zn, 
l'équation a par hypothèse une infinité de racines. Considérons dans l'aire ^ 
intérieure à S et comprenant s,, tous les points z' pour lesquels l'équation 
/(s', w) = o n'a pas plus de n racines, et supposons que ces points forment 
un ensemble superficiel. Ils comprennent alors tous les points d'une certaine 
aire S'; car, si pour un point s,, l'équation /(^o, k) = o a n -\- i racines, ces 
{n -h i) racines peuvent se développer en série dans un certain cercle de 
centre So, et pour les points s, de ce cercle, l'équation a (o H- i) racines. 
Cet espace S' est séparé du reste de 2 par une ligne continue L, et pour 
tout point Su do L, l'équation y (So, u) = o n'a pas plus de n racines; sinon 
il en serait de même pour les points de S' voisins de z^. 

De même, si les points z' forment un ensemble linéaire ayant pour limite 
unehgne L, pour tout point s„ de L l'équation /(^„, u) = o n'a pas plus de 
n racines. Soit donc v le nombre maximum des racines de f{z„, «) =: o 
quand s, décrit un segment de L (v est inférieur ou égal k n). PourSy = 'C, 
l'équationy — o a v racines. Si "Ç, est un point critique algébrique de l'une 
d'elles, on le remplace par un point Za voisin; au point z„ ainsi choisi, les 
V racines sont holomorphes et développables en série de Taylor dans un 
certain cercle C de centre z^. 

Pour des points s de C voisins de L et extérieurs à S' (si S' existe), l'é- 
quation /(z, u) = o admet des racines u' distinctes des précédentes et ne se 
permutant pas avec elles à l'intérieur de G. Joignons z h un point z^ de L 
par un chemin de longueur finie contenu dans C : si la fonction u' est dé- 
finie le long de "k, elle tend vers l'infini quand s tend vers Zq sur X; sinon, 
le chemin ît renferme un point pour lequel «' devient infinie. 

Tout d'abord, si l'on peut séparer un nombre fini de valeurs de u' <jui ne 
se permutent qu'entre elles dans le voisinage de L, le produit u\ ... Uj est 
uniforme aux environs de L et doit tendre vers l'infini le long de cette 
ligne : le théorème établi dans le paragraphe précédent montre que c'est 
impossible . 
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Il faut donc supposer que les valeurs de u' présentent daus le voisinage de 
L un nombre infini de points de ramification formant une suite linéaire. 
Appelons C, la partie de C extérieure à S'. D'après la remarque (i), il 
n'existe qu'un nombre fini q de valeurs de u' dont le module soit inférieiir à 
un nombre donné M pour un point de C. De plus, on peut toujours prendre 
le rayon de C assez petit pour qu'aucune de ces valeurs ne s'annule dans C , ; 
[il suffît que C, ne renferme aucun des zéros de la fonction /(s, o), lesquels 
sont nécessairement isolés dans S, puisque /(s, o) est holomorphc dans 
cette aire]. Soit donc N le module minimum dans G, de ces q valeurs. Si 
nous posons V = -, la fonction V(s) n'est indéterminée pour aucun point 
de C, ; tout point z pour lequel une de ses valeui's ne s'annule pas est un 
point ordinaire ou un point critique algébrique de cette valeur. De plus, son 
module dans G, ne peut dépasser jt: = IN,, et elle n'admet qu'un nombre fini 
q de déterminations dont le module pour un point de G, soit supérieur ou 
égal à un nombre donné M, . Enfin, si l'on joint un point de G, à un point 
z„ de L par un chemin >., toutes les déterminations de 'V(s) tendent vers 
zéro quand z tend vers z^ sur >,, ou quand z rencontre des points intermé- 
diaires. Ceci posé, employons le raisonnement qui nous a déjà servi à la 
fin du paragraphe précédent. Soient z^ et s, deux points de L; on pose 
z'={z — 3o)(cosa -1~ isina), z" — {z — z^){cos^ + isin^), z^, s,, a et ^ 
étant choisis de telle sorte que les aires G', et C", qui correspondent à C, aient 
avec G, une partie commune 2, dont le contour es^ soit formé de fragments 
deL,L',L". Considérons alors le produit!p(s) = Y(2)V(s')V(s").Ghacunc 
des fonctions y(s') et ¥(/) jouit dans G', etC^, et par suite dans l'aire 2,, 
des propriétés énoncées pour V(z). En conséquence, le produit ç(s) ne 
peut être indéterminé en un point de 2, ; si une valeur de 9(3) ne s'annule 
pas en un point z, ce point est im point ordinaire ou algébrique de cette va- 
leur. De plus, |f(^)| ne peut dépasser N' dans S,; et, sis décrit un chemin 
\ joignant un point de 2, à un point z^ de tr, , toutes les déterminations de 
a(s) s'annulent quand z tend vers z^ sur \ ou rencontre des points inter- 
médiaires. Enfin, cp(z) n'étant pas identiquement nulle dans 2,, pour un 
point z de cette aire, une valeur de ^(s) a un certain module A. 

D'autre part, chacune des trois fonctions V, V, V" n'admet qu'un nombre 
fini y de déterminations dont le module prenne dans 2, une valeur supé- 
rieure ou égale à ^- Si Ton considère une détermination de V qui ne satis- 
P. ■'' 
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fasse pas à celle condition, le pi-oduit VV'\" a un modide inférieur, diuis 
— M î" jvïlVl X IV"! ou, a fortiori,, à A. Il en esl de même pour les détermi- 
nations analogues de V' et V". Pour tout point s de 2,, il ne saurait donc 
exister que q" valeurs de <p (z) au plus, dont le module soit supérieur ou égal 
<i A. Formons pour chaque point de 2, les g' valeurs de 9 (s) de plus grand 
module. Ces modules, étant inférieurs à N, , admettent une valeur maxima P, 
qui con-espond à un point z' de 2,. Ce point z' ne peut être sur le contour 
(T| ; autrement dit, le module d'une valeur de f (s) no peut tendre vers P 
quand z tend vers un point de L, puisque ce module doit tendre vers zéro. 
De plus, P n'étant pas nul, ce point s' est un point ordinaire ou algébrique 
pour la valeur 9(2') dont le module est P, ainsi que pour la fonction 
[og;f(z) = LP(3;,y) 4- i6. Mais la valeur pour s = s' de la fonction 
hVixjy) doit être supérieure ou égale aux valeurs qu'elle prend pour les 
points voisins, ce qui esl impossible d'après la seconde remarque. Le théo- 
rème est donc démontré. 

Nous avons supposé que pour toute valeur de z intérieure à S la fonction 
/(s, «) était holomorplie dans le plan des u. Mais le raisonnement s'ap- 
plique aussi bien si, pour les mêmes valeurs de s, /{z, u) admet, dans le 
plan des u, m points essentiels a,, a.^, . . ., a„, et des pôles en nombre quel- 
conque (a,, ..., a,„ étant des conslantes). 

On démontre alors, comme plus haut, que, si un point z„ est un point 
singrdier (non critique algébrique) d'une racine u(z), cette racine tend né- 
cessairement vei's une des valeurs a,, a.,, . .., a,„, quand s tend vers s„i on 
outre, si s„ varie dans une aire 2 intérieure à S, l'équation /(zq, u) = o 
admet au plus un nombre q de racines telles que le module du produit 
(u — ct,}(u — a.j), ...,(« — a„) soit supérieur à un nombre donné M. On 
pose V(3) =(a — «,),...,(« — a„); il suffît de répéter identiquement le 
raisonnement fait sur ^(z) dans le premier cas. 

Le théorème subsiste encore si les affixes des points a,, a^, ■■■,a^ ne 
sont pas des constantes, mais dépendent analytique ment de z. A chaque 
point s de S correspondent m valeurs a,,a^, . . ., a„, fonctions analytiques 
de z. Les quantités 2a,-, 2a,ay, . . . sont dans S des fonctions uniformes de 
z, qui n'admettent que des pôles isolés; en conséquence, a,,a.,, . . ., a,„ sont 
racines d'une relation algébrique 

U'"«„,(^)-hU'"-'9,„_,(=)+.., + 9„(.)--=o, 
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OLi :p,„, -y,».. , , . , , -po sont holomorphes dans S. Il suffit de considérer le pro- 
duit 

V.= 9„,x(M-«,)...(«-«„) = «'"9,„(;) + «— 9,„..i(a)-h-.--f-9«( = )- 

et de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que V devrait 
être identiquement nul, ce qui est impossible, puisque y'(^, «) = o par hy- 
pothèse, et que /(s, ai) est indéterminée. 

Nous pouvons, en définitive, énoncer le théorème suivant : 

ïiiÉoitÈME II. — Soit/(z, u) une fonction uniforme des deux variables z 
et u telle que, pour toute valeur z^ de z intérieure à une aire S, la fonction 
/(s„, «) ne présente dans le plan des u que m points essentiels, dont les 
affixes sont des fonctions analytiques de s. Si l'équation f{z, u) = o 
liadmet qu'un nombre n de racines pour des points z' formant dans une 
aire X, intérieure à S, une suite linéaire, il en est de même pour tous les 
points s de S. 

En effet, si L désigne une ligne limite de la suite des points z', la démons- 
tration précédente prouve que Téqualion no peut avoir plus de n racines 
pour les points z, voisins de L. Considérons donc tous les points de S pour 
lesquels/=o n'a pas plus de n racines. Ces points forment une certaine 
aire S' ; si S' est intérieure a S, elle est séparée du reste de S par une ligne 
L', et pour des points z voisins de L', intérieurs à S et extérieurs à S', l'é- 
quation/— o doit avoir plus de n racines, ce qui est impossible. La fonc- 
tion «(^), définie par/= o, n'admet dans S que n valeurs au plus, et n'y 
est jamais indéterminée. On en conclut qu'elle vérifie une relation do la 
forme 

i,,"" I-^!j„_,'*"-'H-...4-i^o = 0, 

'h,,, '■I'h-o • ■ -1 "l'a étant holomorphes dans S. 

En particulier, supposons que la fonction /"satisfasse aux conditions pré- 
cédentes pour tous les points z^ du plan s, sauf pour les points z„ d'une 
suite ponctuelle [ces points z^ sont des points essentiels de la fonction 
/(z,Ui^), quelquesoitHoI-Si, pour un point s,, l'équation en «,/'(Z|, «) = o, 
a une infinité de racines, les points s pour lesquels eUe n'en a qu'un nombre 
donné n ne forment dans le plan qu'une suite ponctuelle. Les points s„ 
sont les seuls où une racine u puisse être indéterminée. Soit, par exemple, 
l'équation e" = /(s), 01^/(5) est uniforme dans le plan des s et admet des 
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points essentiels s,, cl des zéros s' ayant ces points pour limites : pour tous 
les points s', l'cquation n'a pas de racines, et pour les points Soi " <ïst indé- 
terminée. 

Considérons, pour terminer, une fonclion/(:r, u) telle que, pour tout point 
Su de l'aire S, la fonction /(s^, u) présente dans le plan des u des points essen- 
tiels formant une suite ponctuelle, les affixesdecespointsa,, a.,, . . ., a,„, . .. 
dépendant anatytiquement de 3, Les valeurs a, , ■ .., a,„, . .. doivent donc être 
considérées comme les diverses déterminations d'une fonction analytique 
A(z). Nous supposons qn'une quelconque de ces déterminations ne pré- 
sente pas dans S une suite linéaire de points critiques. D'une manière plus 
précise, quand on part d'un point z^t "ic S avec une détermination particu- 
lière a,(3(p) et qu'on fait varier z„ de manière à le faire passer une fois et 
une seule par chaque point de S, en contournant tous les points critiques de 
la valeur a,-(s) considérée, on définit une branche a^Çz) pouvant présenter 
des coupures dans S et ne prenant qu'une valeur en tout point de S exté- 
rieur à ces coupures. Nous admettons que les points critiques de chacune 
de ces hranches ne forment pas dans S une suite linéaire. Ces restrictions 
faites, on peut énoncer le théorème suivant : 

Tbéorème IÎI, — Si, pour tout point z^ d'une aire S, la fonction /(z,,, u) 
n'admet dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points essentiels 
«I, (Zj, . . -, a,„, . . . (les affixes de ces points dépendant analytiquement de 
^d), iouie racine uÇz') de l'équation /{z-, «) = o uniforme (^ou ne prenant 
(jue n valeurs") dans une aire S de contour cr, intérieure à S, est conii- 
nuahle au delà de u, et ne présente dans 2 que des pôles isolés (ou des 
points critiques algébriques'). 

On établit encore que, si 'Ç est un point singulier d'une racine «(s), s ten- 
dant vers X, sur un chemin X de longueur finie, u{z') tend nécessairement 
vers une des valeurs a,„ÇÇ) et ne peut èti^e indéterminée. La démonstration 
est la même que celle qui sera donnée d'une proposition analogue concer- 
nant les équations différentielles, et d'où résulte d'ailleurs la précédente. 
Les points singuhers de la fonction «(s) dans ^ ne peuvent donc être que 
des pôles (ou des points ci'itiques algébriques). Admettons qu'elle soit uni- 
forme dans X et qu'elle présente une ligne singulière L : quand z tend vers 
un point X. de L sur un chemin X, en l'estant du môme côté de L, u{z) tend 
vers une des valeurs a,„('Ç), qui est indépendante de \ et varie avec 'Q d'une 
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manière coiiliiiuc; autrement, d'après les lemmes établis au dcliut de ce 
Chapitre, «(2) serait indéterminée quand s tendrait vers L sur certains 
chemins. Les valeurs de u(z) le long de L coïncident donc avec une déter- 
mination a,„(s) de A(z), qui, par hypothèse, ne présentant pas dans 2 de 
suite linéaire de points critiques, est uniforme le long d'un certain segmcnL 
L' de L. Les deux fonctions «(s) et a,„(s) uniformes d'un côté de L' dans 
le voisinage de cette ligne, et coïncidant le Içng de cette ligne, coïncident 
identiquement, d'après le théorème fondamental, ce qui est impossible 
puisque /[«,„(s), 2] est constamment indéterminée. 

Le raisonnement subsiste si «(s) prend dans 2 les h valeurs u,, u^, - --, «„, 
à condition de considérer le produit 

f",-«.,.(-^)][".-«™=(-^)] ■■■[".- «...( = )]- 

qui s'annule surL, 

Quand y(3, «) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des points ;„ 
de S qui ne forment pas de suite linéaire [ces points sont des points essen- 
tiels dey(3, «fl), quel que soit «„], la fonction u(z) peut admettre ces 
points Sg comme points d'indétermination (points essentiels), et, par suite, 
comme points hmites de pôles ou de points critiques algébriques. 

Remarque. — Si la fonction /(s, u) est une fonction multiforme, mais 
peut être considérée comme définie par une relation G(/, s, k) = o, G 
étant uniforme, on remplace l'équation /= o par G(o,s, î() = o. Mais 
quand /(j, m) est une fonction multiforme quelconque, les théorèmes pré- 
cédents cessent d'être exacts. Considérons, par exemple, une équation 
z — S'(m) = o, ^ étant une fonction multiforme qui n'admet dans le plan 

des u qu'une suite ponctuelle de points singuliers a„, . . . a,„, Quand s 

tend vers un point singulier !^, d'une racine «(s), « tend vers une des va- 
leurs «,„, ou est indéterminée. Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver 
p déterminations de g(u), telles que, pour des valeurs voisines de C, « satis- 
fasse à la relation F(z, u) — (s — gt)(^ — ^3) ■ ■ ■ (-2 — Sp) = '^- Sinon, en 
raisonnant sur l'équation F ^ o, on verrait que u tend vers une limite quand 
z tend vers!^. Il faut donc qu'on puisse former avec des valeurs de g(u) une 
suite (^ — g,(u),'C ~ g^iu), . .., "Q — Sq{u), . .., telle que | î^ — g-,(«)| tende 
vers o avec -■, quand u décrit un chemin fini dans le plan, et, par suite, 
quel que soil u. Une racine u{z') ne saurait donc présenter une coupure L 
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(dans le voisinage de iaquello elle ne prend que n valeurs), à moins que la 
condition précédente ne soit remplie pour tous les points C de L, ce qui 
exige que les valeurs z de g{u), pour tout point w, forment une suite li- 
néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce fait est offert par la fonction 
modulaire z = w(«). La fonction inversez/ = 9*(w) est uniforme et pré- 
sente l'axe des valeurs réelles pour coupure : les valeurs de w qui corres- 
pondent à un point u forment une suite linéaire, ayant cet axe pour limite. 
La même méthode va nous permettre de démontrer un théorème utile 
dans la théorie des équations différentielles du premier ordre. 

5, Théorème sur les fonctions définies par une équation différen- 
tielle. — Soit ~ =f(z, u) une équation différentielle du premier ordre, 
011/(3, u) est une fonction uniforme de s et « quand z varie dans une aire 
S cl M dans le plan des u. Nous rappellerons d'ahord quelques propriétés 
connues de l'intégrale d'une telle équation. 

Si une intégrale «(2) tend vers u^ quand z tend vers So, y(S|), «0) étant 
holomorphe, cette intégrale est elle-même holomorphe dans le voisinage de 
Sfl, et développablo par suite en série de Taylor dont on sait calculer les 
coefficients. Il n'existe pas d'autre intégrale prenant au point z„ la valeur 
«n, c'est-à-dire tendant vers «^ quand s tend vers z„ sur un chemin de lon- 
gueur finie. 

Si la valeur dey'(2n, h„) est infinie, il existe toujours une dérivée de -^ 

IHt) 1 

par rapport à u d'un certain ordre — /'^ par excmpie , qui ne s'an- 
nule pas pour (z^, u^), et le point z„ est un point critique algébrique de 
«(3) autour duquel se permutent^ -H i valeurs. 

Quand, z tendant vers s,,, u tend vers l'infini, on pose u= -> et la fonc- 
tion u, vérifie l'équation 



S^-«4.i)- 



M^: 



Si y, (s,,, o) est holomoi'phe, z^ est un pôle de u(z)\ si/, (^u, o) est infinie, 
Zn esta la fois un pôle et un point critique algébrique do l'inlcgrale. 

Ce qui précède s'étend au cas où le point s,, est le point ■» du plan des z; 
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on pose alors s = — ; l'intégrale « ( — ) vérifie l'équation 



i^-m-^y 



:/.(^,,'0, 



et l'on étudie cette équation dans le voisinage de 5, = o. 

Ajoutons que la valeur de /{z„, «„) peut être indéterminée, soit parce 
que «0 est un point essentiel de la fonction y(z„, «), soit parce que /(s, w) 
est de la forme TT et que P(so, «„) = Q(So, «,,)-- o. Enfin, f(3^,u) est 

parfois infinie ou indéterminée, quel que soit «; dans ce cas, l'intégrale 
u(z) peut elle-même être indéterminée quand 5 tend versz„. 

Nous supposerons que, pour tout point z^ de l'aire simple S, la fonction 
/(zo, u) n'admette dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points es- 
sentiels (ou d'indéterminations) dont les affixes a,, ...,a,„, ... dépendent 
analytiquement de z^, ainsi qu'il a été expliqué dans l'énoncé du théo- 
rème III (les points «^ comprennent le point ao , si/|(so,o) n'est ni holo- 
morphe, ni infinie). Les pôles Aef{z^, u), Z*,, b^, b,„, . . ., ne forment eux- 
mêmes, en conséquence, qu'une suite ponctuelle [il n'existe pas dans S de 
points So pour lesquels y(zo , u) est infinie ou indéterminée quelque soit «]. 

Dans ces conditions, soit «g la valeur d'une intégrale au points,), _/'(3|,, u^) 
étant holomorphe. Si z, partant de s,,, décrit un chemin ^ de longueur finie, 
on peut prolonger u{z) le long de X à l'aide de la série de Taylor, à moins 
qu'on ne rencontre un point Z qui soit un point singulier de k(z). Si ce point 
n'est ni un pôle, ni un point critique algébrique de u{z), je dis que m(s) 
tend nécessairement vers un des points a^ ÇÇ), . . ., a,„((^), . . . quand z tend 
vers l. 

Tout d'abord, l'intégrale u{z') ne peut tendre vers une valeur u' distincte 
des valeurs a,n('(); car,/("(, «') étant déterminée ou infinie, Ç serait un point 
ordinaire ou algébrique de u(s); de même, u ne peut tendre vers l'infini 
[si le point oo n'est pas un des points «m(^)], car/, (î^, o) étant déterminée 
ou infinie, Z, est un pôle ou un point critique algébrique de «(s). D'autre 
part, l'intégrale peut-elle être indéterminée ? Il existe alors un nombre R tel 
que I «(2) I soit inférieur à R pour des points z de 5^ compris entre z' et i^, si voi- 
sin que z' soit de Ç, et un nombre ap tel que pour des points s et s,, compris 
entre s' etÇ, on ait | «(s,)— u{z) |>2p. Traçons dansle plan des w un cercle 
C ayant l'originepour centre et de rayon R, et un cercle C'concentriqiieà (^, c t 
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rlo rayon R'supcricurà 11; 11' =1(4- A. Arintcii(uird« C les points singulierH 
a,„,^,„de/(Ç,«)neformenL qu'une suite ponctuelle. Nous admettons qu'aucun 
de ces points ne se trouve sur C ou C (sinon on augmenterait un peu R ou R'). 
On peut donc enfermer les points (ï,„, b,„ dansj» cercles c, dont les centres 

sont certains de ces poinls(aj, . , ., a '), de rayon r inférieur kjy cl tels que, 

les p cercles c' concentriques et de rayon double a;', n'aient entre eux ou 
avec C et G' aucun point commun. La distance minima de deux points si- 
tués respectivement sur les circonférences de deux cercles c , C ou C est 
donc un nombre fini k. Désignons par k' la plus grande des quantités -^ 
et ^ ■ Pour des points s voisins de t, les points a,„, h,„ sont compris dans p 

cercles de centres a', (s), , . ., et {z) et de rayon /■', r' différant peu de r. 
Traçons dans le plan des z un cercle y de centre ^ et de rayon S assez petit 
pour que | a'X-^) — '^KO I ^^ I f'^^ \ soient inférieurs à k' quand z varie 
dans Y- On voit qu'alors les points «,„, b,„ restent compris dans p cercles c, 

de rayon p' inférieur à - et tels que les p cercles concentriques c\ , de rayon 

double, n'aient pas de points communs entre eux, ni avec C et C. Ceci 
posé, appelons S, l'espace de C' extérieur aux cercles c,, S^ l'espace de C 
extérieur aux cercles c',, M le module maximum de /(s, u) quand z varie 
dans Y et « dans S,. Pour tout point s^ compris dans un cercle y' concen- 
trique à Y et de rayon S' =; - ) et pour tout point «„ de S^, la fonction 
/(;;, «) est holomorplie et de module au plus égal à M quand s varie dans 
un cercle de centre z„ et de rayon S', et u dans un cercle de centre u^ et de 
rayon l, l désignant la plus petite des quantités h et p'. On en conclut que 
toute intégrale, égale à u^ au point s^) "^st holomorphe dans un cercle de 

centre z^ et de rayon cl ^ -\i — e *"') . 

Mais, si voisin que z' soit de 'C, z décrivant 'k entre z' et 'C, u{z) qui varie 
avec z d'une manière continue n'est ni constamment extérieur à C, ni con- 
stamment intérieur aux cercles c', ; donc, pour des valeurs de Zg telles que 
I ^n — i^ I soit inférieur îx d, u coïncide avec des points «„ de S^ ; mais il 
n'existe qu'une intégrale égale' à «o au point z^, et cette intégrale est holo- 
morphe dans un cercle de centre s,, et de rayon d, par suite au point i^, ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 
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Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

Théorème. ■ — Soit une équation différentielle du premier ordre, 

-r: ^f(^z, u), dont le coefficient f(^z, «) est uniforme quand z varie dans 

S eï « dans le plan des u. Si, pour tout point s^ de S, les points d'indé- 
termination dc/(z^, u) ne forment dans le plan des u qu'une suite ponc- 
tuelle (dont les affixes dépendent analytiquement de z^, avec les restric- 
tions indiquées), toute intégrale u(z) uniforme (_ou ne prenant que n 
valeurs) dans une aire ^ de contour a, intérieure à S, est continuable 
au delà de a et ne présente dans 2 que des pôles (ou des points critiques 
algébriques). 

La démonstration est identiquement la même que celle du théorème III. 
On voit que, si l'intégrale u(z) présentait une ligne singulière, elle devrait 
coïncider avec une des fonctions a,„(z), ce qui est impossible. Remarquons 
que, par la même raison, les points z, tels que u(z) coïncide avec une des 
valeurs <ï,„(z), ne peuvent former dans 2, pour chaque intégrale «(s), 
qu'une suite ponctuelle. 

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les points de S, 
sauf pour certains points z^ [ces points sont des pôles ou des points essen- 
tiels def(z, u„), quel que soit u^], le théorème suhsiste, à cela près, que 
les points s„ peuvent être des points d'indétermination (points essentiels) do 
u(z). 

Le théorème subsiste également si la fonctiony(s, u) admet p valeurs 
fnf-^y ••■'/? quand z varie dans l'aire S et « dans le plan. Autrement dit, 
-r: est racine d'une équation algébrique 

!■(«',«,;) = (pp(s, «)«'" H- ?„-,(3, «)«'"-' + .., + 9„(^, «) ^o. 

les fonctions fp, ■■■,(p9 vérifiant les mêmes conditions que la fonction 
f(z, u) précédemment. 

Pour chaque point z, de S, la fonction /(s^, u) admet des points d'in- 
détermination a,, ..., a„„ ., ., formant une suite ponctuelle, des pôles b,, 
b.,, ..., b,„, ..., et despointscritiques c,, c^, ..., c,„, ... formant également 
une suite ponctiielle dont a,, . . ., «,^, . . . sont des points limites. Les valeurs 
Ci(s), ..,, c,„{z), ... vérifient la relation obtenue en éliminant u' enlrt' 
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Rappelons qu'il n'existe en général qu'un nombre fini d'inlègxales pre= 
nant au point z^ la valeur c,„(^Zf,) et que Sa est un point critique algébrique 
de ces intégrales; il n'y a d'exception que si la quantité riz -•- -f- «' ^st nulle 
pour 3 = z„, « = c„,(Sfl), u' ^/{s^, c,n). Ceci n'a lieu d'ordinaire que pour 
des points particuliers z' de S. Quand les trois relations 



sont compatibles pour toute valeur de z, z^ n'est encore en général qu'un 
point algébrique des intégrales égales à c,„(zo) pour s — z„; il n'y a d'ex- 
ception que pour des points particubers z' vérifiant une certaine relation 

distincte de F = o, -;— r = o. 
' ou 

Ces remarques faites, on voit, comme plus baul, que- (les points z' ex- 
ceptés), si un point z^ est un point singuUer non algébrique de l'intégrale 
«(s), u tend nécessairement vers une des valeurs a,„{z„) quand s tend 
vers Zg. Pour les points z', u peut tendre aussi vers une valeur c,„(s'). On 
lire de là les mêmes conclusions que plus haut : si «(2) est uniforme, on ne 
prend que n valeurs dans 2, « est continuable au delà de <j et ne présente 
dans 2 que des points singuliers algébriques. 

Les seuls points où une intégrale «(s) puisse être indéterminée sont, 
comme précédemment, les points So, pôles ou points d'indétermination de 
/(s, «0)) li"^' It^fi soit «j. Il peut exister des points s, qui soient pour toute 
valeur de u^ des points critiques (mais non de discontinuité) àef(z, «,); 
dans ce cas, J{z, «g) admet s, comme point critique algébrique d'ordre p 
au plus; eLy(s, Wn) se met sous la forme 

/(z,«„) = A(«„)(=-=,)'^^lï(«.)(;-3,)''' -»----■ 

Si Ton pose {z — z, ')" ■— l, on voit que rc<]uation 

ne présente i>lus pour / = ola même singularité; «(ï) ne pouvant être indé- 
terminée pour t = o,il en est de même de «(s) pour z =^ z,. 

En particulier, supposons que le coefficient différentiel /(z, «) soit uni- 
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forme ou ne prenne que n valeurs quand s et « varient respectivement clans 
lout le plan. De plus, pour toute valeur z^ de s, sauf pour les points z^ 
d'une suite ponctuelle, les points d'indétermination dey(s„, u) ne forment 
dans le plan des u qu'une suite ponctuelle dont les affixes dépendent ana- 
lytiquement de z^. Pour les points z,, /(s, «„) est infinie on indéterminée 
(|uel que soit «o . Le point ce est un point s, , si, pour s' = o , ^ /( ^ , «„ J 

est discontinue, quel que soit «„. Nous convenons du dire, pour al)rcf;(:r, 
que le coefficient fi^z^u') ne présente que des singularités ordinaires, 
quand les conditions précédentes sont vérifiées. Dans les applications qui 
vont suivre, nous admettrons toujours (à moins d'indication contraire) que 
les fonctions y(z, u) considérées rentrent dans cette catégorie. 

Cette hypothèse faite, si une intégrale «(z) est uniforme dans tout l'es- 
pace du plan où l'on peut la prolonger, elle ne saurait présenter de coupure 
vApar suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admettre d'au- 
tres points essentiels que les points z^. 

De même, si une intégrale «(s) ne prend que /* valeurs dans l'espace du 
plan où elle existe, elle existe dans tout le plan et vérifie une équation al- 
gébrique 

«>„(;) + . ..+ 9„(;), 

où les fonctions <^n{^)i •■ ■■> i(o{z) sont uniformes et ne présentent pas dans 
le plan des z d'autres points essentiels que les points z^ [ces points z^ ne 
sont pas d'ailleurs nécessairement des points essentiels de u(s')\. 

Si les points z^ n'existent pas c'est-à-dire si la fonction /(5, u) n'est dis- 
continue quel que soit u pour aucun point 2, du plan et s'il en est de mcmr 
de la fonction — /(-' u\ u toute intégrale uniforme do l'équation estné- 
cessairement une fraction rationnelle de s; toute intégrale qui réadmet 
que n valeurs est nécessairement une fonction algébrique de z. 

Nous allons donner quelques applications des résultats précédents, 

6. Applications du théorème précédcnA. — lui premier lieu, j'iMivisaf^i.' 
Tcquation 

dz - Q(3,«)' 
où P et Q sont deux polynômes en ; dont les coefficienis sont des fonctions 
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uniformes do « (ou admettent /> valeurs). Pour que la remarque précédeuLo 
s'applique à cette équation, il faut et il suffît que le dénominateur Q ne 
renferme aucun facteur de la forme s — a, a étant indépendant de u, 
et de plus que le degré en z du dénominateur surpasse d'au moins deux 
unités le degré correspondant du numérateur. Ces conditions remplies, 
toute intégrale de l'équation, qui ne prend que n valeurs dans l'espace du 
plan où elle existe, est nécessairement algébrique. 

Quand P et Q sont deux polynômes en z et w, on peut trouver (ainsi qu(^ 
nous le montrerons dans un autre travail) toutes les fractions rationnelles 
qui vérifient l'équation différentielle. Si les conditions précédentes sont 
remplies, on est certain d'obtenir ainsi toutes les intégrales uniformes. 

Au lieu de l'équation (a) 

<ia _ P(a, « ) 

on peut considérer une équation de la forme 

OÙ F est un polynôme en u' et en z. Si le coefficient '^p{z-, u) de la plus 
haute puissance u'^ de u' ne /-enferme aucun facteur de la forme 
(s — a) {a étant indépendant de u), et si de plus le degré en z de 
']jp(s, u) surpasse d'au moins ii(p — g) unités le degré correspondant du 
■coefficient de m'*, ^{^^(z, «), toute intégrale qui ne prend que n valeurs dans 
l'espace où elle existe est nécessairement une fonction algébrique de s. 
Mais je n'insiste pas davantage ici sur cotte première application, qui nous 
entraînerait hors du sujet. 

7. Comme seconde application, nous allons rcclicrclicr la forme de Tr- 
qualion 

[où /(s, «) est uniforme]. (|uand l'intégrale générale de cette équation est 
elle-même uniforme. 

Nous démontrerons d'abord <juc l'intégrale générale peut s'écrire dans 
ce cas 

A/, + 9,' 
/", y,, Og, (f I étant des fonctions uniformes de s, et A une constante. 
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Soit u„ la valeur au point s^ d'une intégrale u(z) : désignons par C et C' 
des cercles de rayon p et /■, décrits respectivement de s^ et de «„ comme 
centres, à l'intérieur et sur le contour desquels /(z, u) est lioloraorpheeLdc 
module inférieur à M, 

On sait que l'intégrale u peut se développer ainsi : 



(Q) «=«„+{.--2,)«'(^„»0h 



(s-^o)" 



la série (!i) convergeant pour toute valeur de z intérieure à un cercle de 
centre z„ et de rayon p \i — e'^'f/. Donnons à «„ une valeur quelconque f, 
intérieure à un cercle C'j de centre «„ et de rayon -■ La fonction /(s, u) 
est holomorphe quand z varie dans C, et « dans un cercle de centre c et de 
rayon -. et son module est au plus égal k M. Par suite, la série (2) 

converge pour toute valeur de s telle que \ z — z.^] soil inférieur à 
p yi — c*"P j et pour toute valeur de c telle que | f — «„ | soit inférieur » 
-; elle converge en outre uniformément, comme il résulte aussitôt de la dé- 
monstration de Briot et Bouquet. 

Les termes de la série étant des fonctions holomorplies de v dans C',, pour 
toute valeur de z intérieure à C, « est fonction holomoi-plie de c dans C',, 
d'après les théorèmes sur les séries établis dans le premier Chapitre. 

Ceci posé, admettons que l'intégrale générale de l'équation (i) soit uni- 
forme; une quelconque des intégrales particulières, u(z), ne peut présenter 
dans le plan que des points singuliers C, formant une suite ponctuelle. Ces 
points sont des pôles ou des points essentiels; dans ce dernier cas, ils appar- 
tiennent à l'ensemble ponctuel des points z' pour lesquels /(3, u) est dis- 
continue, quel que soit «. De plus, les points s, du plan tels que la valeur 
u(z,) rende /(u, s,) discontinue ne forment également qu'une suite ponc- 
tuelle. Désignons par E l'ensemble de tous ces points singuliers [à chaque 
intégrale u(z) correspond un ensemble E]. Soit enfin c la valeur de l'inté- 
grale «(s) au point z„; pour toute valeur «„ de f, distincte des points 
a,(s„), ..., a,„(2„), ... [tels que/(s„,a,„) soit discouLinue], l'intégrale 
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u(z) = F(s, c) a une valeur unique et déterminée en chaque point du plan 
z, sauf aux points de l'ensemble E. Je dis que u(s) est une fonction analy- 
tique de f ; la chose vient d'être démontrée pour les points Z voisins de s^. 
Prenons dans le plan des z un point Z quelconque, qui ne coïncide avec 
aucun des points singuliers E de l'intégrale u(z, «„), et joignons s^Z par un 
chemin L qui ne renferme également aucun des points E. -Quand s décrit 
L, m(s) = F(s, u„) décrit un chemin L'. Soit Z' un point de L. On peut 
trouver deux nombres p et r, indépendants de la position de Z' sur L et tels 
qu'en décrivant deux cercles, le premier G de centre Z' et de rayon p, le se- 
cond C de centre «(Z', «„) et de rayon r, /(s, u) soiL holomorphe et ait 
un module inférieur à M, quand s varie dans C et w dans C (en effet, pour 
chaque point Z', /■ et p existent; il suffit de prendre leurs valeurs minima 
quand Z' décrit L; ces minima existent, sinon r ou p tendrait vers zéro 
([uand z tend vers un point Z', mais en ce point Z', ;■ et p ont une valeur dif- 
férente de zéro, et l'on en conclut qu'il en est de même pour les points voi- 
sins). 11 suffit de prouver que F(Z, v) est fonction holomorphe de c pour 
des valeurs de v voisines de «„; décrivons du point s^ comme centre un 

cercle C„ de rayon R ^= p( i — c'"''/ et du point u^ un cercle C'„ de rayon 

-; s\'/l est un point de L intérieur à C„, la série 

v' = Y{7.\v)--.-+{7J-z„)a'{.')+... 

i.'sl fonction holojnorphe de v dans le cercle C,, ; pour des valeurs ^■ voisines 
de «0, c' prend des valeurs voisines de U'= F(Z', Uo)i décrivons alors un 
cercle G, du point Z' comme centre avec R comme rayon, du point U' un 
cercle C'i de rayon -; et soit Z" un point de T^ intérieur à C, et compris 
rnlrc Z' et Z. La série 

i''':--F(Z^ .')--=<''+ (Z°-Z')«'i(<'') + - ■ ■ 

est fonction holomorphe de c' dans G',, par suite fonction holomorphe de v 
dans le voisinage de u^. En raisonnant sur Z" comme sur Z' et ainsi de 
suite, on arrive à un cercle G renfermant Z, et l'on voit que V _= F(Z, v) est 
fonction holomorphe de c dans le voisinage de u„ ; la proposition est 
éLabhe. 

La fonction u =^ F(3, c) est donc une fonction analytique des deux va- 
ria!)les z et v. Si l'on excepte les valeurs z' pour lesquelles /(s, u) est dis- 
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eontiiiue, quel que soit tf, F(3, p) est pour tout système s et t> déterminé): 
ou infinie. Si, pour une valeur s,, F(z,, c) est infinie en des points v for- 
mant une coupure, F est infinie dans tout le pbn c; ceci ne peuL avoir lieu 
que pour les points Z, d'une suite ponctuelle, sinon F(s, c,,) serait infinie en 
tous les points Z, d'une suite linéaire, par suite dans tout le plan Z, quel que 
fût p,,. En conséquence, la fonction «(s, c) pour toute valeur de z (sauf 
pour les points d'une suite ponctuelle) est définie dans le plan des c et n'y 
présente que des pâles. 

Le raisonnement précédent démontre en toute rigueur que la fonction 
F(j, p), où l'on donne à c une valeur quelconque différant des valeurs 
a, (s,,), . .., «,„(s„), . . ., vérifie l'équation différentielle (i). A deux valeurs 
de V correspondent deux intégrales distinctes, puisqu'elles sont uniformes 
et prennent au point z^ deux valeurs p différentes. On sait d'ailleurs qu'eu 
un point Z du plan z il n'existe qu'une intégrale «(s) prenant la valeur U, 
siy(Z, U) est liolomorphc. l'osons donc 

U^-F(Z,.), 

U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs 

Yll,a,{^„)l ..., F[Z,«,„(^,)], ... 

et telle que F(Z, U) soit holomorplie. Cette équation en c ne peut avoir 
plus d'une racine, car si elle en avait deux, r, et f,, les deux intégrales 
F(s, fo), F(s,, c,) seraient distinctes et prendraient au point Z la même 
valeur U, ce qui est impossible. II en résulte que la fonction F(Z, ç) est de 
la forme .''"^.- , A, B, C, D dépendant de Z, et, comme ceci a lieu quel que 
soit Z, l'équation (i) est vérifiée par une fonction «(s)— — rrr-^T- httt' 

où l'on donne à p une valeur constante (A, B, C, D étant des fonctions uni- 
formes de z qui ne présentent dans le plan que des points essentiels). Toute 
intégrale u,(z) de l'équation est donnée par u(z); car on peut choisir des 
points Z qui soient des points ordinaires de A, B, C, D, et pour lesquels «, 
prenne une valeur U, /(Z, U) étant holomorphc; si l'on donne à p la va- 



leur P„- uG(CZ)-A(Z)' 

cide avec m, (s); p^ peut être infini, mais p,, ne peut être indéterminé quel 

que soit Z; sinon on aurait - = — identiquement, el u^= y,; u serait indé- 
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pendant de v, ce qui est impossible, puisque u(zo) = c. L'intégrale géné- 
/■ale de l'équation (t)peut donc s'écrire 



ou encore 



On en conclut immcdiatcment que Tcquation (i), qui s'oblifint en décrivant 
l'équation (4) par rapport à s, est de la forme 



«, h, c étant des fonctions uniformes de s. Ainsi, toute équation dont le 
coefficient différentiel est uniforme dans le plan des z et des u, et dont 
l'intégrale générale est également uniforme, est une équation de 
Hiccati. 

L'intégrale générale peut alors se mettre sous la forme (3); cette relation 
(3) exprime que le rapport anharmoniquc de quatre intégrales est constant. 
On sait que cette propriété appartient à toute équation de Riccati (alors 
même que son intégrale n'est pas uniforme). 

Parmi les équations de la forme -^ ~ ^r|'", - où P et Q sont des poly- 
nômes en «, il était "clair que l'équation de Riccati pouvait seule admettre une 
intégi'alc générale uniforme; car u ne peut figurer au dénominateur [sinon 
en un point s„ une intégrale prend la valeur u^ qui annule Q(3ui ") et 
admet s^ comme point critique], et, de plus, la même condition doit être 

remplie pour l'équation transformée en - , ce qui exige que P soit du second 
degré en u. 

Si l'intégrale générale de l'équation (i) est une /onction entière, elle 
est de la forme 

A et B étant holomorphcs. En effet, quand le dénominateur de u dans l'ex- 
pression (3) dépend de v, pour une valeur s, de z, on peut donner à c la va- 
leur (', = „ '' ; et la fonction u(z, i-, ) est infinie au point «,, à moins que 
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l'on n'ait, pour toiiLc valeur de z., — ^ , " ' , ■ = — . /V -i ce qui csl impossible, 
H on résulte que l'équation (i) est, dans ce cas, uécessairemenl linéaire : 



Il est facile alors de reconnaître si l'intégrale est uniforme : il faut notam- 
ment que a{z) soit la dérivée logarithmique d'une fonction uniforme. 

Si l'intégrale de l'équation (i) est une fraction rationnelle, cette équation 
est une équation de Riccati dont les coefficients a, 6, c sont eux-mêmes des 
fractions rationnelles. Supposons que ni a, ni c ne soient identiquement nuls 
(au cas contraire, on ramène l'équation à être linéaire). Nous allons chercher à 
quelles conditions l'intégrale est effectivement une fraction rationnelle. Re- 
marquons que, si l'on sait d'avance que ces conditions sont remplies, on ob- 
tient l'intégrale générale par des opérations pw^ement algébriques. Dé- 
signons en effet par A„, B„, C„, D„ des polynômes en z de degré /i, à 
coefficients indéterminés ; pour une certaine valeur de n, on peut déterminer 

ces coefficients, en sorte que toute fonction u(z) = " , , p" vérifie l'équa- 
tion différentielle; si l'on ajoute de plus la condition que, pour z = z^, on 
ait, quel que soit v, v = c (. ) ^Xd ('- ) ' '^^^^^ détermination n'est pos- 
sible que d'une seule manière. On fait donc n égal successivement à j , ii, 
3, . . . , et l'on finit par obtenir un système d'équations algébriques compati- 
bles, et n'admettant qu'un système de solutions, qui dépendent par suite 
d'opérations purement algébriques. On peut encore exprimer que la fonction 

« := ï^' vérifie l'équation; le système de relations auxquelles on est conduit 
est indéterminé pour une certaine valeur de o; on peut y ajouter la condi- 
tion c = T>", " ' Pt- les coefficients de A„, H„ dépendent linéairement de v. 
Tout revient donc à trouver les conditions pour que l'intégrale de l'équa- 
tion soit algébrique et rationnelle , Ramenons d'abord f en posant «, = « -h -- j 
l'équation à la forme 
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OU encore 



a, p, Y étant des polynômes qui n'admettent pas un facteur commun. 

Les seules valeurs de s pour lesquelles une intégrale puisse êlre indéter- 
minée sont les racines 'C du polynôme p, et la valeur z = =o, si le degré de ^ 
ne dépasse pas d'au moins deux unités les deg;rés de « et y. Ces points sont 
aussi les seuls points critiques possibles des intégrales, car, pour tout autre 
point Sd, une intégrale u prend une valeur finie u^ ou devient infinie : dans 
le premier cas, u est holomorphe dans le domaine de z^, dans le second cas 
- est holomorphe. Pour que l'intégrale soit une fraction rationnelle, il faut 

donc et il suffit que les points (^ ne soient, pour aucune des intégrales, des 
points de ramification ou d'indétermination. On peut ramener l'équation de 
Riccati à une équation linéaire et appliquer les conditions données par 
M, P'uchs pour que les points singuliers possibles des intégrales soient algé- 
briques ; on peut aussi faire la discussion de la manière suivante, en s'ap- 
puyant sur les résultats de MM. Briot et Bouquet. 

Soit ^fl un des points ^, 2„ est le pôle au moins d'une des deux fonctions a 
et c ; en premier lieu, si s^ est un pôle d'ordre m de a (3), éesl un zéro au 
moins d'ordre (m — 1) de «(s); car, si l'on pose « ^ «, h — (« étant une 

intégrale quelconque), la fonction c vérifie l'équation — jT =^ aaw, f H- a. 
et l'intégrale de cette équation étant par hypothèse une fraction rationnelle, 
le produit 1au^ doit êlre la dérivée logarithmique d'une fraction ration- 
nelle, et ne peut admettre par suite que des pôles du premier degré. Mais 
Za est un pôle d'ordre m de «(s) : donc a, doit contenir en facteur 
(3 — 3„)'"''. Faisons pour abréger l'écriture So = o, et posons 

«(=)3'«=A(5), «(3) = =™-'. (s) 

[A(3) et v{s) sont holomorphes pour r = o, et A. ne s'annule pas avec s |. 
La fonction c vérifie l'équation 



Pour 3 = o, c a par hypothèse une valeur finie, ainsi que sa dérivée, ce qui 
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exige que c(s) contienne le facteur s au moins à la puissance (m — 2). 
Ainsi tout pôle d'ordre m de a(z) est zéro au moins d'ordre (m — 2) de 
c(z). Si l'on pose C(z) = 7^') l'équation précédente devient 



De même, tout pôle d'ordre m' de c(z) est pôle d'ordre (m — i) au moins 
de toute intégrale et zéro d'ordre (m — 2) de a(z). 

Cette remarque faite, considérons d'abord un pôle simple s^ de A(z) : z^ 
ne saurait être un pôle de c(s) d'ordre plus grand que r, sinon, d'après ce 
qui précède, a(so) serait fini. Posons encore, en faisant s =^ o, 

A et G sont holomorphes pour ^ = o, et A ne s'annule pas avec s. L'équa- 
tion peut s'écrire 

da^ _ ^/HA(o) + ^A'(o)+...] + C (o) +.-C'(o)+ --- 

Si, quand z tend vers zéro, u tend vers une valeur u^, le système s =: o, 
u = M(,, annule nécessairement le numérateur du second membre («0 ne 
peut être infinie, car, dans l'équation transformée en - = v, le coeflicieut 
différentiel est infini pour s = o, p = o, puisque Ap n'est pas nul). Toutes 

les intégrales doivent donc tendre vers une des valeurs ± i/-t— ^ quand z 
tend vers o et être holomorphes dans le voisinage de ce point. Désignons 
par -H Md= -+-\/—r~^ celle des deux valeurs du radical dont le produit par 
Aji a sa partie réelle positive. Si u tend vers — m„, on pose 

la fonction s'annule pour ^ ^ o et vérifie l'équation 
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La partie réelle du coefficient de v étaiiL négalive, l'équation n'admet 
qu'une seule intégrale c, (s) s'annulant avec s, et cette intégrale est holo- 
morphc pour 3 = 0. Toutes les intégrales «(s), sauf Fintégrale 

doivent donc prendre la valeur «g pour 2 = 0. Posons u = -h- \/ -r— -H c- 
Toutes les intégrales (sauf une) de l'équation 



doivent s'annuler et être liolomorphcs pour s = o. Pour r[u'il en soit ainsi, 
il faut d'abord, d'après un théorème de MM. BrioL et Bouquet, que le coef- 
ficient de V, -h 1 \ — A|,Co, soit un entier positif n; de plus, si « = 1 , le 
coefficient de s, [j, :^ C'^ j~, doit être nul; sinon on diminue le coeffi- 
cient de f de (« — 1) unités, en posant 

f,, (■-,, . . ., ('„_, représentant les valeurs pour s = o des (« — 1) premières 
dénvécs de v(z), valeurs qui se calculent en différenliant l'équation 

=,'-j,.+^..+..,=„, (,-,= ^, ■■■)■ 

L'équation se ramène ainsi à la forme 



H faut que X' soit nul. Quand ces conditions sont remplies, si l'on pose 
(V = Iz, l'équation devient 

(8) !^-;^M(s) + m(s) + P(^), 

M, N, P étant holomorphes pour s = o. On voit sans peine que, dans le cas 
actuel, la condition A' = o exprime que D"[ A (3) u^ (z) -h C(z)] s'annule pour 
s = 0, «„(z) désignant le polynôme («0+ 1^.3 + f^z^-f- .-. + f„_,s"-'). 
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Quand les deux conditions précédentes sont remplies, l' équation (7) se 
ramène à la forme (8) par la transformation « ^ «„ + tz". Pour s — o, 
aucune intégrale l(z) de l'équation (8) ne peut être indéterminée; si 
une intégrale t(z) tend vers /„, elle est liolomorphe pour s = o, ainsi que 
la fonction u correspondante ; si t(z) tend vers l'infini quand z s'annule, on 

pose t— -s, et l'on voit que l'équation en admet une intégrale et une seule 
s'annulant avec z : cette intégrale correspond à la fonction u, qui prend la 
valeur — «„ pour 3 = 0. Les conditions énoncées sont donc nécessaire.^ et 
suffisantes pour que z ^ o soit un point ordinaire de u,(z). 

Le raisonnement suppose C,, différent de o; mais, si C,, = o, l'équation (7) 
est de la forme -y^ — ^ '-^ ■ Le coefficient de « étant nul dans le 

second membre, l'équation ne peut admettre qu'une intégrale liolomorphe 
ou algébrique au point 2 = 0. Ceci revient à dire que tout pôle simple de 
a(s) est pôle simple de c{z), et réciproquement. 

U importe de remarquer que les deux conditions trouvées peuvent se vé- 
rifier par des opérations j3«re7«c/ii algébriques, aloi's même qu'on ne con- 
naît pas les racines de |3(s) = o. Soient p, — o l'équation qui donne les racines 
simples de ^(s), S|> une de ces racines; on doit avoir d'abord /iGnAf,^ — /i* 

(n étant un nombre entier); A(s) désigne {z — z„) x a.(z') ou — — '" 
et C(2) désigne ^^^ — ^ ' ; par suite, 

J*osons 

La transformée en C de l'équation P, = o doit n'avoir comme racines que 
des nombres entiers carrés parfaits, ce qu'on reconnaît par des opérations li- 
néaires qui donnent ces racines. Soit «' l'une d'elles. Pour X, = /**, les poly- 
nômes P)(s) et «'p'°(s) -i- 4«(^)y(-s) ont un plus grand commun divi- 
seur dont les racines doivent vérifier la condition 

Di'[<(=o)A(=„)+C{:,)]^o. 

Les valeurs pour 3 = «„ des dérivées successives de A et de C s'expriment 
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linéairement en fonction des coefficients de a, p, y, comme le montrent aus- 
sitôt les identités 



C(^„)4-C'(.-„)(.--.'o)H--..- 



ïî±Mî..z-J±U. 



De plus, les coefficients de u„ s'expriment linéairement en fonction de A„, 
A'ji, A'Ji, ..., G(|, G',,, ... quand la première condition est satisfaite 






et ainsi de suite. La seconde condition s'écrit donc H(s^) =: o, H étant un 
polynôme dont les coefficients se calculent linéairement à l'aide des coeffi- 
cients de a, |3 et y. Il faut que H(s) soit divisible par ^2(^)1 ce qui se vérifie 
encore par des opérations purement algébriques. 

Passons au cas où le point z^ est un pôle d'ordre m de a(s). Nous avons 
dit que Sfl est alors zéro au moins d'ordre (m — 1) de u(z), et que par la 
transformation u = vs'"'' (nous faisons z^ = o), l'équation (7) devient 

A et C étant holomorphes pour s = o, et A ne s'annulant pas avec s. 

En raisonnant comme plus liaut, on voit que c doit prendre pour s = o 

une des valeurs v^, v^ de 1 expression U — — ^ . ■■■■ ; si 

l'on pose {I := U -H w, l'équation devient 



La discussion précédente montre que \/(m — i)* — /iA„Cn *J<"t ^^r^ un en- 
tier positif//, et que de plus la dérivée n'^'"*^ de [Ap,^h- C(ï)] doit être nulle 
pour ï ~ o, f„ désignant le polynôme Cu-t- (.', ? + ... -t- v„^,z"~', où 
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-') + " „, „,, „ „ 



OÙ C|, t'j, . . ., p„_| sont les valeurs de w', tv", . . . cal- 
culées, pour 3 = o, tv = o, en diiîérentiant l'équation 

= »'=»* + ;,. + .,.. 

Quand ces conditions sont salisfaÎLes, toutes les inlégrales sont holomorpîics 
pour 3 = o et prennent en ce point la valeur f„, sauf une seule qui prend la 
valeur c'^. 

On obtient des conditions analogues pour les pôles d'ordre m de C(^) en 

raisonnanL sur la transformée en - ■ Ces conditions se vérifient par des opé- 
rations linéaires, alors même qu'on ne sait pas résoudre l'équation qui donne 
les racines d'ordre m de P(s). Enfin, si le point z = ao est un point sin- 
gulier, on rentre dans les cas précédents à l'aide de la transformation 



Nous voyons qu'en somme on peut reconnaître, par des opérations purC' 
ment algébriques, si l'intégi'ale de l'équation de Riccati est une fraction 
rationnelle, et dans ce cas l'intégrale s'obtient elle-même par des opéra- 
tions linéaires. 

Si les deux conditions précédentes sont satisfaites pour Lous les points i^, 
sauf pour un seul point =„ (le point co, par exemple), l'intégrale de l'équa- 
tion esL uniforme, et le point 3„ est nécessairement un point essentiel de 
l'intégrale. Plus généralement, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'intégrale soit une fonction uniforme n'ayant dans le plan qu'un point 
essentiel sont les suivantes : les coefficients a, b, c ont au plus un point es- 
sentiel (qui leur est commun), le point 00 par exemple, et les deux condi- 
tions énoncées sont satisfaites pour tous les pôles X, du coefficient différen- 
tiel. Si les fonctions a, b, c sont algébriques, ces conditions doivent être 
satisfaites pour tous les points C, sauf pour un seul. 

En particulier, si le coefficient différentiel est une fonction périodique de 
s, il suffit de vérifier les conditions pour les points z situés dans la bande du 
plan comprise entre deux droites, perpendiculaires au segment qui repré- 
sente la période et passant par ses extrémités. De même, si le coefficient est 
doublement périodique, il suffit de vérifier les conditions dans le parallélo- 
gramme des périodes. On peut chercher aussi à quelles conditions l'inté- 
grale est elle-même périodique : on voit qu'alors le coefficient doit être une 
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fonction de e'"; il suffit de poser n''^ = t, cl de chercher pi l'intégrale csL 
fonction uniforme de t. 

Ce qui précède permet de résoudre très facilement la cpicstion suivante : 
Trouver les équations de la/orme 

(i) >, = F{^,n') 

(où V est uni/orme en z el en u'), dont l'intégrale générale est uni- 
forme. 

Difîcrentions cette équation par rapport à 2 ; il vient 

,_^' „ dF 
" "" du' " "^ ôz 
nu bien 



(2) 



Si "(s) csL uniforme, il en est de même de u', et inversement, si l'intégrale 
h' do (z) est uniforme, l'intégrale «(s) de l'équation proposée est uniforme, 
puisque u = F(s, «')('). Il suffit donc d'étudier l'équation (2) dont l'intégrale 

générale doit être de la forme «'= p fi'^^ *^'^ l"^^ ^ ^^ saurait iigurcr 

au dénominateur; autrement, on pourrait écrire «'— tt ( ..' ]■ B, diffé- 
rant do D, et D, n'étant pas une constante. Soit s,, un point quelconfiLic, 
pour lequel aucune des fonctions C, B— D,, D', ne s'annule. Si 



( ') Cette remarque est générale : soit/(M', u, z) = o une équation oii/ est un polynôme 
en II et une fonction uniforme de 1/ el de s. Différentions-la par rapport à z, et élimi- 
nons u entre /= o el -^ = o. On obtient une équation /,(«", u', z} = o, de même degré en 

u' que / en u. Si l'intégrale de cette équation est uniforme, il en est de même de l'intégrale 
de/= o; car u =■ fit' ds-¥ c, et ne peut présenter que des points critiques logarithmiques, 
ce qui est impossible, puisque u dépend algébriquement de fonctions uniformes de «' et 
de z. Si u' admet p valeurs, u. admet également p valeurs. Il n'y a d'exception que si / 
ne contient pas u. De là découlent plusieurs conséquences ; ainsi le logarithme d'une fonc- 
tion uniforme ou algébrique ne peut vérifier l'cquationy = o, sauf dans le cas ofi /ne con- 
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la fonction u'(z, Uf,) peut se développer ainsi 

„'(., ,.„) = _^L- +«.H h{=-s,) +. . ., 

h n'étant pas nul, et l'intégrale /u'(z, Vn)dz présente un point logarith- 
mique, ce qui est impossible. L'équation (2) doit par suite être linéaire, et 
son intégrale u' est égale à pH'(s) + G' (s). Quant à l'intégrale «(s), elle 
est de la forme 

En définitive, pour que l'équation u = F(s, u') ait une intégrale générale 

,_'}¥_ 
uniforme, il faut et il suffit que le quotient — j^-- soit un polynôme du prc- 

mier degré en u', a«' -1- ^, et que l'équation u" = au' ■+- ^ ait son intégrale 
uniforme. 

8. En employant le même raisonnement que plus haut, on montre que si 
l'intégrale d'une équation F(m', «, s) = o (où F est un polynôme de degré 
p en u' et une fonction uniforme de u et de z) n'admet pas plus de n valeurs, 
cette intégrale peut se mettre sous la forme /(s, «,«(,) = o,ydcsignantune 
fonction uniforme de s et un polynôme de degré np en u et «„. En tenant 
compte de la remarque que nous avons faite à la fin du paragraphe précé- 
dent, on en conclut que si l'intégrale d'une écjiiation F(«', u, s) (où F est 
un polynôme, soit en «, soit en u', à coefficients uniformes) n'admet pas 
plus de n valeurs, F est nécessairement un polynôme en u et en u', ou que, 
du moins, l'équation peut se ramener à une équation de cette forme. Pour 
de telles équations, M. Fuchs (') a indiqué à quelles conditions l'intégrale 
générale n'a que des points critiques fixes. Allant plus loin, M. Poincaré (^) 
a montré que, lorsque les conditions de M. Fuchs sont satisfaites, l'équation 
se ramène à une équation de Riccati, si la relation entre u' et u (où on laisse 
z constant) est du genre o; elle se ramène à des quadratures, si cette rela- 
tion est du genre i , et elle s'intègre algébriquement si le genre est supérieur 
à l'unité. L'étude des cas où l'intégrale de l'équation F = o est uniforme csl 



(I) Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin, 26 jui 
(^•) Acta mathematica, t. V[I, i885. 
P. 
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ainsi complèlc. On peut, sans faire intervenir le genre, donner les conditions 
qu'il faut ajouter à celles de M. Fuchs pour que l'intégrale soit uniforme, en 
suivant une métliode analogue à celle de MM. Briot et Bouquet pour le cas 
particulier où 2 n'entre pas dans F explicitement. Pour le moment, nous 
nous bornons à étudier un cas particulier du problème traité par M. Poin- 
cai'é, ce qui va nous conduire à une généralisation du théorème de M. Her- 
mite sur les équations F(«', u) = o, 011 F est un polynôme en /(' et u. 
J'envisage une équation de la forme 

(T) A(H',»,^) + UB(«',a,.-) = o, 

où A et lî désignent deux polynômes en u' et deux fonctions uniformes de u 
et de 2, et U une fonction algébrique définie par la relation irréductible 
F(i/,U) = o. On peut toujours supposer que la relation (i) est irré- 
ductible, c'est-à-dire que A et B n'admettent pas de facteur commun 
■|(«', «, s). On obtient l'équation différentielle sous sa forme ordinaire 
/(«', «, s) = o, en remplaçant, dans F ^ o, U par — ^- Les théorèmes 
énoncés au n" 5 s'appliquent à cette équation. 

Si une intégrale u =^ 9(5) est uniforme dans l'espace où elle existe, elle 
existe dans tout le plan, et n'y admet que des points essentiels. Il en est de 
même de «' = tp(s). De plus, si l'on remplace, dans A et B, « et u' par -p et 
9', aucune des deux fonctions ne peut être indéterminée, quel que soit z ; au- 
trement pour u = ç(s), la fonction u' définie par/'(M', «, 2) — o est indé- 
terminée, et l'on ne peut dire que 9 est une intégrale de/ = o. Il est impos- 
sible également que A ou B soit nul, quel que soit 2 pour u = tp(2), 
autrement la relation F(«, U) = o serait vérifiée, quel que soit u, par 
U = o, ou U = 00. Mais il peut arriver que A et B soient nuls à la fois pour 
toute valeur de 2 : la fonction u = çC-) vérifie alors la relation x(-) «)= o 
obtenue en éliminant u' entre A =^ o et B = o. En conséquence, si l'équa- 
tion admet une intégrale uniforme ne vérifiant pas la relation )^ = o, la fonc- 
tion U = ,, , 'r ' "■ " çg|. m^g fonction uniforme de 2, oui ne saurait pré- 
senter de coupure, puisqu'elle dépend algébriquement de «(2) et que u{z) 
n'en présente pas. D'après un théorème bien connu de M. Picard, les coor- 
données « et U de la courbe algébrique F = o s'exprimant en fonctions uni- 
formes et sans coupures d'un paramètre 2, la courbe est du genre o ou p . 
L'intégrale générale de (y) ne peut être uniforme que si le genre dr 
F = o ne dépasse pas l'unité. 
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Envisageons maintenant une équation G(«', «, s, U) =: o où G est un po- 
lynôme en «' et en U dont les coefficients sont uniformes en « cl s : on peut 
toujours supposer que U n'entre dans G qu'au degré (« — i), « étant le 
degré de F en U. L'équation s'obtient sous la forme ordinaire en éliminant 
U entre les relations G ^^ o, F = o. Pour tout système u'^, u^, Sq vérifiant la 
condition /:= o, les équations G = o, F = o ont une racine commune, et 
en général une seule, qu'on obtient en fojiclion uniforme de u'„, u^, z-„, 

A(H;,»„,;,)[i-i-ii(«;,./„,:„) = o. 

Le raisonnement fait plus haut s'applique encore iei, à moins que, pouf 
(( = ^(z), u' = ç' (3), A et B ne soient nuls identiquement. On peut donc 
énoncer ce théorème : Si l'équation proposée admet une intégrale parti- 
culière uniforme u = 9(3), la relation F =: o est du genre a ou i, à 
moins que, pour u = f(^}, «' = î'C-^)) ^^s deux équations en U, F = <>, 
G = o, n'aient plusieurs racines commîmes, quel que soit z. Si l'on expi'ime 
que F = o et G ^ o ont deux racines U communes, on obtient d'ordinaire 
deux relations distinctes en u', «, z et, en éliminant u' entre ces deux rela- 
tions, une certaine relation '^(z, u) = o entre z et u. On peut toujours vé- 
rifier si cette relation définit une fonction uniforme satisfaisant à l'équatiou 
différentielle. Quand '^(z, ii) ^^ o se réduit à une identité, quels que soient 
z et u, pour une valeur de u' vérifiant la condition/^ o, les deux équations 
G = o, F ^= o ont plusieurs racines communes. Nous écartons ici ce cas 
particulier qui demande une discussion spéciale. Dans tout autre cas, l'in- 
tégrale générale de l'équation ne peut être uniforme si F = o est de genre 
supérieur à i . 

Considérons de même l'équation 

(2) G(«',»,=,U,U,,...,U„_,), 

où G est un polynôme en u', U, U,, . . ., U„_, , et U, U,, . . ., U„_i des fonc- 
tions algébriques de u définies par les relations 

(3) F{»,U) = o, F,(»,TJO = o, ..., F„_,(,<, lI„_,)=-o. 

L'équation différentielle s'obtient sous la forme /(«', u, z) = o en éliminant 
U, . . ., U„_| entre les relations (2) et (3). Pour tout système u^, u^, z^ vé- 
rifiant la condition/^ o, les équations simultanées (2) et (3) n'ont en gé- 
néral qu'un système de solutions U, U, , . . . , U„_| , qui s'expriment linéaire- 
ment en fonction de «'„, «„, z^. On en conclut que si l'Intégrale u = 9(2) 
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est uniforme, U, U, , . . . , U„_, sont des fonctions uniformes de z sans cou- 
pures. Les relations qui lient Via u et celles qui lient Vj à Uy sont, en 
conséquence, de genre o et i. Ceci suppose toutefois que pour u ^= ç(s), 
u'=f'(z'), les équations (2) et (3) n'admettent pas plusieurs solutions 
communes quel que soit s. 

Le théorème s'applique aussi bien si, dans Tcquation 

G(«', »,^, U, ...,U„-i), 

U, U,, . . -, Un_, sont fonctions algébriques, non plus de a, mais de u; car 
si u(z) est uniforme et sans coupure, il en est de même de u'(z). Quand G 
est un polynôme en «, U, U, , . . . , V^^, , et une fonction uniforme de u' et de 
s j Lï, U,, U„_, vérifiant les relations F;(«', U,-) = o], on élimine u entre 
G = o et --jj = o, en remplaçant dans cette dernière équation —7^ par 
— -jï^ -j-^ u". On obtient ainsi une équation 

Gi{«%m',3,U,Ui, ...,U,^_,) = o; 

si une intégrale u(z) est uniforme, u'(z') est uniforme, et le théorème 
énoncé s'apphque à l'équation G, = o : les relations F,-= o sont donc du 
genre o ou i . 

Enfin, si U, U,, ..., U„_i sont fonctions algébriques de z, l'équation 
n'admet d'intégrale uniforme u = <f (s) qu'au cas où U, U,, . . ., U„_, sont 
rationnels en s, à moins que, pour u = f(z'), u' ^ ^'(z), les équations 
F((s, U() — o, G = o n'aient plusieurs solutions communes. 

Sous sa forme la plus générale, le théorème peut s'énoncer ainsi. Soit 

(3) G(«',«,3,U, ...,U„_,, V, ,,., V„..i, W, ..., Wç.-,) = o 

ime équation différentielle où G est un polynôme en u' (ou en u), et en V,-, 
Vy, W^ : U,-, Vy, W;^ sont respectivement des fonctions algébriques de «, 
de u' et de z, définies par les relations 

( tp, {a, U, ..., U„_0 ^ o, I, («', V, ..., V,.,)^. o, X. (=. ^V, ..., W,_,) = o, 

*^' ' ' 

Quand une intégrale u = 9(2) de cette équation est uniforme, les W* 
sont des fonctions uniformes de s, et les relations qui lient U,' à \.]j ou à 
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u, V,- à Vj-, ou à «', sonl du genre o ou i [à moins que, pour a = 9(s), 
u' = <f'(^), le système d'équations (3) et l'équation G = o n'aient, quel que 
soit s, plusieurs systèmes de solutions communes]. Si l'intégrale générale 
de G = o est uniforme, les conditions précédentes sont remplies, à moins 
que, pour tout système z^, u„ et pour une valeur li^ vérifiant la condition 
y("'o' "»' ^o) ^ o, ledit système n'admette plusieurs systèmes de solutions 
communes, ce qu'on reconnaît sans peine par des opérations purement al- 
gébriques. 

Revenons à l'équation G(«', «, z, U) = o, où U vérifie la relation algé- 
brique F(«, U) = o, et supposons que u' n'entre qn''a.a premier degré dans 
G. Si l'on écarte le cas exceptionnel indiqué, on sait que l'intégrale géné- 
rale de l'équation ne peut être uniforme que si la courbe F ^= o est du genre 
o ou I. Admettons que cette première condition soit satisfaite, et cber- 
chons le cas où cette intégrale est effectivement uniforme. 

La courbe F = o étant du genre o ou i , ses coordonnées « et U peuvent 
s'exprimer en fonction rationnelle et algébrique d'un paramètre t et d'im 
radical du quatrième degré en t, \fR(j), 

et cela de telle sorte qu'à tout point («„, U^,) de la courbe F = o ne corres- 
ponde qu'une seule valeur de /, 

^ étant rationnel. Supposons « et U exprimées en fonction uniforme de s : 

«, = V,(s), U = ^,(s); 
on a 

t est donc fonction uniforme de u. Si l'on pose u = ç(i), l'équation à la- 
quelle satisfait la fonction i(z) a son intégrale rationnelle, en même temps 
que l'équation proposée. Cette équation est de la forme (en remplaçant u 
et U en fonction de i), 

!'=M((,;;)-HN((,z)v/ït(Ô. 

M et N étant uniformes en ï et s. N est toujours identiquement nul, si 
F = o est du genre o; et le fait peut aussi se présenter quand la courbe est 
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du genre i. Dans C(!tte liyjiolliése, l'équation se réduk k 

et M doit élrc un jjoiynàme du second degré en t. On se trouve ramené i'i 
l'équation de Riccati dont la discussion a été faite précédemment. Si l'inlé- 
grale de cette équation est uniforme, on peut l'écrire 

t - J^i^lLi ou bieo - .. ^ i-'- — 

g, g,, h, ht étant uniformes. Quand la courbe F = o est du genre o, 
u = ^[^(s)] est toujours uniforme avecï(3); il en est de même chaque fois 
que (p(ï) ne dépend pas de \/R(7). Au cas contraire, u n'est jamais uni- 
forme; il faudrait pour cela que ^R[ï(2)] fût rationnel en s, et, par suite, 
que chacune des équations = - " ■ . ■ ■ n'eût pour toute valeur de v que 
des racines de multiplicité paire [0 désigne une des quatre racines /„, i,, l^, 
Ï3 de R(')]- Ceci exige que les racines de l'équatio:! — i-' — ■s-;;r-z~rr soient 
multiples pour toute valeur de p, et, comme on n'a pas identiquement 

-2- = _ = 9 la condition ne peut être vérifiée que si la dérivée de y—^ 

est nulle identiquement, c'est-à-dire si celte fonction est une constante 

— f[|. Pour i" = t^u, t(z) = — "- ^^ . est constamment égale à 0, et pour 
toute autre valeur de p, t(z) ne prend pas la valeur ô. Mais ceci ne peut 
avoir lieu pour les quatre valeurs de 0, autrement des fonctions uniformes 

- "" - ), - (sans coupures) ne prendaient dans le plan aucune des quatre va- 
leurs t^, t, , t^, ;,, ce qui est en contradiction avec le théorème de M, Picard 
sur les zéros des fonctions uniformes. On volt donc que si N est identique- 
ment nul, il faut et il suffit, pour que «(s) soit uniforme, que la fonction 
l{z) soit elle-même uniforme et que u — ç(;) ne renferme pas \/K(Ô- 
Traitons maintenant le cas où N n'est pas identiquement nul; F = o est 
alors du genre i . La fonction t vérifie l'équation 

(4) ■■^;=M((,;)+N(i.^)v/ÏÛÔ. 

D'après la remarque faite au début du paragraphe, quand l'intégrale t est 
uniforme, M et N sont des fonctions algébriques de t. Si l'on observe que / 
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ne peut figurer au dénominateur de M et de N, et que la même condilîon 
doit être remplie pour l'équation transformée en-, on voit que M est un po- 
lynôme du second degré en t, et N une fonction de z seulement (ceci résulte 
d'ailleurs des conditions de M. Fuchs). D'autre part, si 6 désigne une racine 
de R(ï) — o, ô doit amiuler M(6, s), quel que soit z. Soit, en effet, s^ une 
valeur de s pour laquelle M(6,^) etN(s) sont holomorphes, et considé- 
rons une intégrale /(s), égale à 9 pour z = z^. Si cette intégrale est uni- 
forme, elle est holomorphe, ainsi que ses dérivées, au point s,, ; or, quand on 
calcule /", on voit que t"= a-h ■ ■ ^ '' ■ — : ■ ■—■, « étant une quantité finie: t" ne 

peut donc être finie pour z := z^ que si i'(^o) ^st nulle, ce qui exige que 
la quantité M(9,So) soit nulle; maisM(ï, Zo) est du second degré en t, et 
ne peut s'annuler pour les quatre valeurs de 6, à moins d'être identiquement 
nul; comme ceci a lieu quel que soitZoï M(ï, s) est identiquement nul. L'é- 
quation (4) doit donc se réduire à la suivante : 



u bien 
1 enfin 



C désignant l'intég-rale / N(z)dz et C une constante. C'est le résultat 

obtenu par M. Poincaré dans le cas général où la relation F(u', u, z) ^ o 
(entre u' et u) est du genre i. 

Dans le cas actuel, la fonction N(z) étant rationnelle, les diverses valeurs 
deÇen un point z sont de la forme 'C,,(z)-\- imi-zia-v- 2.m' i-xb -{- . . . {a et 
b étant des constantes). Soit 2/110), aiTio) les périodes de sn(s); pour que 
t = sn(^ 4- C) soit uniforme, il faut et il suffît que tous les résidus de N 
soient égaux à mw -H/?w' (/i et^ désignant des entiers quelconques) : la 
fonction cn(C -4- C) àn(X, -t- C) est alors uniforme, et par suite l'intégrale 
u{z) = <p[sn((; H- G), cn(C 4- C) ân((, + C)]. 

La discussionprécédenles'applique aussitôtàl'équation G(u', «,s, U) = o, 
où G est un polynôme en U et en w (du premier degré en u) et une fonction 
uniforme de u' et s, L' dépendant algébriquement de u' : F(h', U) = o. Il 
suffit de diffcrentier l'équation G =0 par rapport à s, et de remplacer 



7r=N(j)v'R(ij 




l=sii(î+-C), 
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par — u!' -sp 1 pour ramener l'équalion à la forme «"= G|(«', s, U). On 
W 
retombe sur la question précédente. 

Les théorèmes sur lesquels nous nous sommes appuyés ont encore de 
nombreuses applications. Mais j'abandonne ce sujet pour le moment, et j'ar- 
rive à l'étude des conditions qui expriment qu'une fonction est continuable 
au delà d'une ligne analytique. 

9. Conditions pour qu'une fonction soit continuable aii delà d'une 
ligne analytique. — Nous avons démontré que la condition nécessaire et 
sufOsante pour qu'une fonction uniforme F(s) soit continuable au delà 
d'une coupure L est qu'il existe une fonction /(s) définie de l'autre côté de 
L et prenant sur Lies mêmes valeurs que F(z). Quand la ligne L est ana- 
lytique, la condition prend une forme plus simple. 

On sait qu'une ligne analytique est une ligne telle que ses deux coor- 
données X ety soient fonctions analytiques d'un paramètre t\ autrement dit, 
pour tout point (iCo,jKfl) de la courbe (sauf pour certains points formant une 
suite ponctuelle), x eiy se mettent sous la fonne 

y-y,= b,{t~t,)^^b,{t-t,)' + ...; 

les deux séries convergent pour des valeurs de (ï — /„) suffisamment petites. 
Remplaçons l par 'z ^ t-{- t'i (les deux séries convergent encore), et po- 
sons 

; = ^ + iy = .^{i + ('() + ,-^(i + t'i) = G(z); 

z est une fonction analytique de T, et réciproquement la valeur de t égaie à ?„ 
pour z ^ Sa est fonction analytique de ^; t: = G, (s). A un segment AB de 
L correspond un segment de l'axe Ot, k des points z voisins de s,, et situés 
de pari et d'autre de L correspondent des points t voisins de tg, de part et 
d'autre de Ot, et inversement. 

Soit f(z) une fonction uniforme définie du côté G de L et qui admet celle 
ligne pour coupure. Si /(s) est continuable au delà de L, il existe une fonc- 
tion F(s) coïncidant avec/(3) du côté C de L, et holomorphe dans le voisi- 
nage d'un segment AB de L. Si l'on pose 

/[«(■)] =/l{-)- F[G(T)]:-^r,(-), 
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lu fonclion F|(':) prolonge, au delà de Ot, /, (t). Quand /(s) est conli- 
nuable au delà de AB, /, (-z) est donc continuable au delà de O t, et inverse- 
ment. Pour -z = t(t étant réel et voisin de ïo), /, (t) doit prendre une suite 
de valeurs/, (ï) qui soient les valeurs pour /' = o d'une fonction F,(l-ht'i), 
holomorphe dans le voisinage de i^. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit 
que/, (t) soit développable en série de Taylor pour des valeurs de\( — tg\ 
suffisamment petites. Nous anûvons ainsi à la conclusion suivante : pour 
que/(z) soit continuable au delà de AB, il faut et il suffit que f(z) 
prenne sur AB une suite de valeurs f,(j), fonction analytique de t. 
Ajoutons que toute fonction analytique/, (t) peut être regardée comme re- 
présentant les valeurs sur AB d'une fonction analytique /(s) =/, [G, (s)], 
définie de part et d'autre de AB. 

On peut donner à la condition une forme encore plus simple, indiquée 
pour la première fois par M. Schwarz ( ' ). 

Pour que la fonction f(z) définie du côté C de AB soit continuable au 
delà de AB, il faut et il suffit que sa partie réelle P (^ou sa partie imagi- 
naire Q) prenne sur AB une suite de valeurs P, (Oi fonction analytique 
de t. 

Supposons d'abord que ^(x^y) s'annule le long de AB. Posons, comme 
plus haut, s = G(t), et 

/[Z(T)]-/:(T), 

où/, désigne aussi une fonction analytique de T. Pour que /(s) soit conti- 
nuable au delà de AB, il faut et il suffit que la fonction/, (t -+- t'i) soit con- 
tinuable au delà du segment A,B, de l'axe réel Ot. Soit 

/i(^) =/i(' -H ('0 = P,(î, t') -+- i Q,{t, t'). 

Par hypothèse, P, s'annule sur 0/ le long de A, B, ; mais la fonction 

-V,{t,-l')-hiQ,(t,-t') 

est une fonction analytique de -r, 

M^)^'^At,t') + i(Ut,t'). 

Pour des points t symétriques par rapport k Ot, t -^ tfi, t — t i, les fonc- 
tions Q,(ï, ï'), QaC^) — f) coïncident; et, d'autre part, on peut prendre l' 
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assez petit pour que |P,(/, t')\, \ ^^(t, — ^)] soient inférieurs à tout nombre 
donné e, quand le point / décrit A, B, . Il en résulte que les deux fonctions 

/i('î)i/2('ï) se raccordent le long du segment A, B,, et que/,(c) prolonge 

Passons au cas où P(.t;, y) prend sur AB les valeurs P,(i'), P|(0 <''l*'"E 
une fonction analytique de t. 

Soit encore s = G(t). Inversement, -7=0, (s). La fonction 

est une fonetion analytique de s, définie de part et d'autre de AB, et dont la 
valeur le long de AB est égale à P,(ï); la fonction /(s) — '$(^), dont la 
partie réelle s'annule sur AB, est continuable au delà de AB; il en est de 

même en conséquence de/(z), somme de deux fonctions continuables. La 
proposition est donc démontrée. 

Ces deux théorèmes permettent de discuter plusieurs classes de cou- 
pures. 

10. En premier lieu, considérons les foncticms 

qui représentent d'une manière conforme un espace S sur le demi-plan des 
3, situé au-dessus de l'axe des x, . La condition nécessaire et suffisante pour 
que 9(s) soit continuable au delà du contour s de S, est que ce contour soiV 
formé de lignes analytiques. 

La condition est nécessaire; car, si cpCs) est continuable au delà d'un seg- 
ment AB de s, inversement s = 1^,(3,) est continuable au dclàde O37,; les 
points z de AB vérifient donc l'équation s = cp, {x, ), où x est réel, et où (f , 
est une fonction analytique de x, ; AB est par suite une ligne analytique. 

La condition est suffisante ; car, AB étant une courbe analytique, comme 
la partie réelle de ^(s) s'annule sur AB, cp(s) est continuable au delà 
de AB. 

Quand une partie seulement s' de s est une Hgne analytique, (p(s) est 
continuable au delà de s' et admet le reste de s comme coupure essen- 
tielle . 

Si tout le contour s csl analytifjue, il convicnL de dislingucr plusieurs 
cas : 

1" Pour tout point (.roj/o) de s, x ci y sont dévcloppablcs en série de 
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Taylor (nous prenons comme paramètre Tare l de s). On dira dans ce cas 
que s est formé d'une ligne analytique régulière. La fonction ^{z) est 
conlinuablc au delà de s et ne pressente dans le voisinage de s aucun point 
singulier. 

2" Le développement de « et y est impossible pour certains points 
(x'o,yo); "l'iis pour des points z'(œ', y'), s"(a:", y"), voisins et situés de part 
et d'autre de {x^^ya), les développements de z en fonction de l relatifs, 
d'une part à s', d'autre part à z'\ coïncident pour des valeurs imaginaires de 
/ voisines de 4; la fonction analytique à?: l, x + iy =■ z{l) admet l^ comme 
point singulier; nous dirons alors que le contour s est formé d'une seule 
ligne analytique. La fonction cp(z) est continuable au delà de s; elle pré- 
sente ces points z^^ x^-h iy^ comme points singuliers, mais n'offre pas de 
coupure dans le voisinage de s. 

3° Les conditions précédentes ne sont pas remplies pour tous les points 
singuliers (^x„,y^). La fonction z{l) présente des coupures qui passent par 
chacun des points exceptionnels (a;', y'). On dira dans ce cas que s est 
formé de plusieurs lignes analytiques : '^{z) présente des coupures exté- 
rieures à s et s'ari'êtant à chaque point z'i= x' -\- iy'. 

Plus généralement, quand s, = ^(2) représente d'une manière conforme 
un espace S du plan des z sur un espace S, du plan des s,, la fonction 9(2) 
est continuable au delà du segment analytique AB de s, si le segnient cor^ 
rcspondant A,B, de .î, est analytique; au cas contraire, AB est coupure es- 
sentielle de 9(3)- 

11. Etudions maintenant le genre des coupures indiquées par M. Her^ 
mite et que présentent les intégrales de la forme 



où F et G sont des fonctions holomorphes de z, G(s, t) n'ayant que dos 
pôles simples. 

Nous ferons dans ce but la remarque suivante : quand deux fonctions 
/(s) et/|(z) définies du côté opposé d'une ligne L prennent le long de L 
les vaIeurs/(/), /,(/), dont la différence est tp(Oï l^ condition nécessaire 
et suffisante pour que/(z) et f,{z) soient continuables au delà de L est 
que <f(l) représente les valeurs sur L d'une fonction analytique f(z), 
définie de part et d'autre de h- 
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La condition est nécessaire: si /et/, sont coiitinuables, / — /, est une 
fonction analytique de s qui existe de part et d'autre de L et dont la valeur 
sur L est (f(l). 

La condition est suffisante; car, si la fonction ^(s) existe, la somme 
/, (s) -h <p(s) prolonge /(s) au delà de L. 

Pour que l'énoncé soit vérifié, il faut et il suffit (d'après une remarque du 
lemme II du Chapitre II) que, /(s') —/(s") tende uniformément vers 
cp (l), quand z' et z" tendent vers un point ^ de L, de part et d'autre de L, 
sur un certain chemin variant avec C d'une manière continue. Par exemple, 
on peut trouver un nombre £ tel, qu'en portant sur la normale à L en chaque 
point C les longueurs î^z' = ls"= £, de part et d'autre de C, on ait 

l/(=')-/iC^")-9(0[ <-n 

(v] étant un nombre positif aussi petit qu'on veut). 

Quand la ligne L est analytique, il faut etil suffit, pour que /et/, soient 
continuables, que cp(^) soit une fonction analytique de L 

Appliquons cette remarque aux intégrales dont nous venons de parler, et 
tout d'abord à l'intégrale 

„,,=^''^, 

cette intégrale étant prise le long d'un certain chemin AB [C = g{l), si l 
désigne l'arc de AB compris entre C» et (^] ; la fonction /(i^) est définie en 
chaque point de AB,/(C) =/,(/). De part et d'autre de AB, J(3)prend 
des valeurs différentes J, (s), J2 (s): quand les points s' et z" situés sur la nor- 
male en ■( à AB de part et d'autre de C tendent vers ce point, J|(^) — J:>(-") 
tend vers 2(-n:/(î^). Si/(C) est discontinue, J, et J, ne peuvent être toutes 
deux continuables au delà de AB ; si /(C) est continue, on voit sans peine 
que la différence J,(s') — Ja(s") tend vers 2iTr/(C) uniformément le long 
de AB, sur la normale à AB. La condition nécessaire et suffisante pour que 
J, et J2 soient continuables- est donc que /(C) représente les valeurs sur AB 
d'une fonction analytique. Quand AB est une ligne analytique, il faut et il 
suffit que f,(l) soit fonction analytique de L Si, par exemple, /,(/) 
n'admet pas de dérivée d'ordre n, les deux fonctions J, et Jj ne sont pas 
continuables au delà de AB. On ramène à la précédente l'intégrale 

X T^r^y ^^ posant K^g(iy,/(X)= -^■ 
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Arrivons an cas plus géiiércil 

Toutes les lignes AB, décrites par les points s qui véritient l'équation 
G(9, z) = 0, quand on donne à des valeurs réelles comprises enlre l^ et 
/,, sont des coupures de 3(z). Soit Ç un de ces points, ^ = g(^), et soit 

P(^, s) = — G(ï, z) ; quand les points s' et s", situés sur la normale en i^ à 
AB de part et d'autre do^, tendent vers ce point, la différence J, (s') — i-^iz") 
tend vers pW-=T = o(9), et cela uniformément le long de AB, siç(0)est 

continue. Lorsque J, et J^ sont continuables, ^(6) représente les valeurs sur 
AB d'une fonction analytique. Si AB est analytique, (; = g*(ô)peut être 
fonction analytique de 9; dans ce cas, cp(9) doit être aussi fonction ana- 
lytique de ô; sinon, Ç est fonction analytique de /, <} = h(l), cl o[h( 1)1 
doit être fonction analytique de /. 

On voit que, si F et G sont fonctions analytiques de t, les conditions 
sont satisfaites ; les deux fonctions J, et J^ sont continuables au delà de AB, 

Quand G(/, z) est fonction analytique de t, sans que F le soit, une au 
moins des deux fonctions n'est pas continuable. 

La même discussion s'applique aux coupiires des intégrales doubles indi- 
quées par M, Laguerre. 

12. Nous donnerons, pour terminer cette étude, quelques exemples des 
principales singularités qu'une fonction peut présenter dans le domaine 
d'une coupure, 

11 convient d'abord de distinguer les coupures /ermees des coupures 
ouvertes. Quand une coupure esl fermée et enclôt l'espace S, il n'y a aucun 
rapport entre les deux fonctions /(s) et/, (s) représentées par les symboles 
à l'extérieur ou à l'intérieur de S. Il est facile de former, à l'aide d'inté- 
grales ou de séries, une fonction. F(z) égale à/(2) à l'extérieur de S, et 
présentant S comme espace lacunaire, ou égal dans S à une fonction quel- 
conque <f(z). Les deux fonctions /et ^ peuvent admettre toutes deux le 
contour s de S comme coupure essentielle, ou comme coupure artificielle; 
ou bien, l'une est continuable au delà d'un segment s sans que l'autre le 
soit. Dans le cas où s est coupure essentielle de ^(s), par exemple, il 
n'existe, à aucun titre, une fonction qui puisse être regardée comme le pro- 
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longcment naturel de ^(s) ; car les symboles analytiques pcuvcnL associer 
deux fonctions quelconques, et, d'autre part, on ne saurait trouver une fonc- 
tion 4'(s), telle que4'(s.)~?(^a) tende vers o quand s, etSj tendent vers 
un point de s de part et d'autre de cette ligne ; autrement, <p(s) sérail con- 
tinuable. 

Quand 'p(s) est conlinuable au delà de S, la coupure s peut être pure- 
ment artificielle; il arrive, par exemple, que la fonction prolongée est ho- 
lomoi'phe dans le plan. 

Au contraire, soit AB une coupure ouverte de /(s); de part et d'autre 
de AB, /(s) prend des valeurs différentes/, (z'),/a(s"); il est clair que les 
deux fonctions ne peuvent être associées arbitrairement. De plus, si/, (s') 
définie du côté C de AB est continuable au delà de ABpar une fonction 
o(z), les points A et B sont nécessairement des points singuliers (criti- 
ques ou extrémités de coupures) de 'p(^); autrement, s tournant autour du 
point A, après avoir franchi la coupure AB de C en C, la fonction ;f(3) 
prendrait, pour des points z voisins de AB et situés du côté C de cette ligne, 
les valeurs y, (s'), de même que la fonction /].(z); cp(^) coïnciderait donc 
avec/2(-2) pour les points z" voisins de AB et situés du côté C de AB, ce 
qui est impossible, /s{z) ne prolongeant pas/ (s). 

Dans le cas d'une coupure ouverte AB, peut-il arriver que \a fonction 
f,(z') soit continuable au deltX de AB sans que/^^z") le soit aussi ? Il est 
facile de former des exemples de ce fait ; considérons un cercle C de centre 
O et de rayon R; formons une fonction ç(s) ayant comme coupure essen- 
tielle la demi-circonférence située au-dessus de Ox et holomorphe dans le 
reste du plan. Posons z = z, -i-^z\ — C^, le signe du radical étant choisi de 
manière que ] z \ soit inférieur à R, La fonction ^(2) = i|^(s, ) est une fonc- 
tion uniforme de s,, admettant le segment AB de Ox, comme coupure; 
quand z, tend vers AB du côté des y, positifs, z tend vers un point de la 
demi-circonférence inférieure de C; 'l'C-^i) ^sL par suite continuable au delà 
de AB quand z, passe du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur; on 
voit de même que '\'(z,) n'est pas continuable quand s, tend vers AB du 
côté desy négatifs. 

On peut prendre encore une fonction /(z) définie dans un espace S et qui 
n'est pas continuable au delà de cet espace. Si AB est ime portion de s, sur 
laquelle /(s) soit continue, on considère ^(a^) = / \_ dz\ ^(a;) n'est 
pas continuable au delà de AB quand x passe de S en S' (S' désignant l'es- 
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pace extérieur à S); au contraire, f(x) est coiitinuable quand z passe de S' 
en S, comme le montrent aussitôt les deux égalités 

pourx intérieur à S, et 



-l 



f{-^')àz 



-?(^). 



pour X extérieur à S. 

Un exemple très simple de fonctions conlinuables des deux côtés d'une 
coupure AB est offert par les fonctions multiformes qu'on rend uniformes 
en joignant leurs points critiques deux à deux. Inversement, si /(s) pré- 
sente une coupure AB jouissant de cette propriété, la fonction /(s) peut- 
elle être considérée comme une branche d'une fonclion multiforme n'ayant 
aux environs de AB que des points critiques distribués sur AB ? On se 
rend compte du contraire de la manière suivante : soit 9(2) une fonction 
ayant comme plus haut la demi-circonférence supérieure d'un cercle C 
comme coupure, cette coupure étant essentielle quand z entre dans le cercle 
et artificielle quand s en sort. Si l'on pose 5 = 3, + '^z\— C*, la fonction 
'^(s, ) ^ 9(3) est continuable des deux côtés du segment AB de Ox^ ; mais, 
si 3, passe du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur et tourne ensuite 
autour de B, la fonction ^^i^z^') qui prolonge 4'(si) présente AB comme 
coupure essentielle quand s, revient sur cette droite. 

Nous avons, dans ce qui précède, donné les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour qu'une fonction soit continuable au delà d'une coupure. Mais 
les conditions nécessaires peuvent prendre un grand nombre de formes ; il 
suffit de reconnaître que la fonction ne présente pas dans le voisinage de la 
coupure un des caractères d'une fonction holomorphe, pour être certain que 
la coupure est essentielle. Ainsi, quand la fonction admet dans le voisinage 
d'une ligne une infinité de zéros, de pôles ou de points essentiels formant 
une suite linéaire, cette ligne est sûrement une coupure essentielle de la 
fonction. C'est le cas du cercle fondamental pour les fonctions fuchsienncs 
définies seulement dans ce cercle. 

Si/(z) est holomorphe dans le voisinage de AB, du côté C de cette ligne, 
sa valeur peut ne pas tendre vers une limite quand z tend vers des points (^ 
de AB formant une suite hnéaire [/(s) est indéterminée sur le chemin X,z, 
ou /(s) tend vers des limites diiîérentes sur deux chemins 'Qz différents]. 
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Voici un exemple curieux de ce fait : considérons la fonction 

On peuL toujours prendre n assez g;rand pour qu'à l'extérieur d'un cercle 
ayant a pour centre et p pour rayon le module du reste R„ de la série soit 
inférieur à e. Formons une suite de fonctions h, (s), . . . , h^^z)^ . . ., les 
points a^ qui correspondent à ces fonctions étant tous distincts et distribués 
sur la ligne AB où ils forment une suite linéaire (ces points sont, par exemple, 
déterminés par la loi suivante : «, est le milieu de AB, a^ et a^ les milieux 
de Ad, et de a, B, et ainsi de suite). Désignons par p^ la distance minima 
de deux points quelconques pris parmi les v premiers a, , «j, . . ., a^. Pour 
chaque valeur de v, on peut prendre n assez grand pour que 

ait un module plus pctÎL que z^ pour tous les points M ou s extérieurs à un 
cercle C^ ayant a^ pour centre et de rayon Opv (0 est un nombre déLerrainé 
plus petit que i). Posons 

Cette série est uniformément convergente dans l'espace extérieur à tous les 
cercles Cv, si la série Ss^ converge. 

Faisons tendre M vers un des points a, (soit a^) de manière qu'il reste 
extérieur aux cercles Cj^+i, Gp.+3, . . . (ce qui est toujours possible : si 6 ^^ ^, 
il suffit que M soit compris dans l'angle droit de sommet a^ et dont la bis- 
sectrice est normale à AB). Dans ces conditions, cp(s) ■— R"^'(3) tend vers 
une valeur déterminée, car on peut toujours prendre q assez grand pour que 

iit'-H^) I 

I <]+i I 

soit inférieur à œ et, d'autre part, 

est holomoii^he au point a^. La fonction ç(s) est donc indélermuiée 
comme R'i''(s) dans le voisinage de a^. 
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On peut également former des fonctions qui tendent vers des valeurs 
/,(/) discontinues quand z tend vers AB sur certaines directions, par 
exemple sur la normale à AB. Soit/(0) une fonction de la variable réelle 0, 
discontinue dans tout intervalle, mais à variation limitée, et telle que la 
suite de valeurs - ? -— — ■ soit discontinue. Si l'on cherche à déve- 
lopper cette fonction en série de Fouricr, on obtient une série trigonoraé- 
trique 2(A„cos«6 + B„sin7îO), qui, pour toute valeur de entre o et 27:, 
est égale à /i^"t-?-l-"t_'liz:_^^ . La séné 2( A„— B„t)3'' est une fonction F 

de s, dont la partie réelle, quand 3 tend vers un point du cercle G de 
rayon 1 et de centre O, sur la normale à ce cercle, tend vers la valeur 
-'^— -— — "^^^^— > fonction discontinue de 0. Quand s tend vers un point 
de la circonférence C sur certains chemins, F(3) est indéterminée. 

Quand une fonction F(5) prend sur une coupure AB une suite continue 
de valeurs F|(/), la coupure est essentielle au cas où, AB étant une ligne 
analytique, F,(/) n'admet pas de dérivée d'ordre 11. Par exemple, les 
séries 

(dans lesquelles a„ désigne //", ou i .2 . . ./*, . . .) représentent des fonctions 
holomorphes de s dans le cercle G de rayon i , qui prennent sur la circonfé- 
rence de C une suite continue de valeurs F, (0 ), mais qui ne sont pas conti- 
nuahles au delà de G; car les séries 



2^' ^"i. 



%j! 



sont des fonctions continues de 0, n'admettant pas de dérivée, comme l'a 
démontré M. Darboux ('). 

Les fonctions qui représentent un espace à contour analytique sur un es- 
pace dont le contour est tel que -r^: n'existe pas, fournissent un autre 

exemple de cette singularité. De même à toute fonction V(a^,jK), satisfai- 
sant il l'équation AY = o, qui prend sur un contour fermé s une suite de 



(') Mémoires sur les fonctions discontinues {Annales de l'Ecole Normale mpérii 
année 1875). 

P. 10 
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valeurs non analytique (le contour s étant analytique), correspond une 
foncLion de s, V -+- il], qui présente s comme coupure essentielle. 

On peut encore considérer l'intégrale F(s) = / ■ }_ ■ ; -' prise le lonj^- 

d'un chemin analytique AB, la fonction /(C) =/,(l) n'admettant pas de 
dérivée n"^"'" (ou étant discontinue, maïs susceptible d'intégration). La fonc- 
tion F (^) n'est sûrement pas continuable des deux côtés de la coupure. 
Soit J, (s) et Ja (s) les valeurs de F(s) de part et d'autre de AB, soit de 
plus /,(/) = P(/) + iQ(^). Quand une seule des fonctions P(/), Q(/)cst 
analytique, AB est coupure essentielle de J, et de J^ ; car, si J| (3) est con- 
tinuable, la fonction J^ — J,, définie d'un certain côté de AB, prend sur AB 
des valeurs dont la partie réelle (ou imaginaire) est fonction analytique de 
l, et n'est pas continuable au delà de AB, ce que nous avons démontré être 

impossible. Ces remarques s'étendent sans peine à l'intégrale / ' -" ^ dt. 

Au contraire, lorsque la ligne AB n'est pas analytique, la fonction /(5) 
qui prend sur AB la suite des valeurs/, (/) = P(/) + iQ(l), fonction ana- 
lytique de /, n'est pas continuable. Plus généralement, quand les dérivées 

liy tPy , . . î, 1, 1 1 , 1 ■■> 1 1 r . 

d^' d^' '" ^ existent que jusqn a I ordre n pour la courbe AB, les déri- 
vées dey',(^), siy(s) est continuable, doivent exister jusqu'à l'ordre n et 
seulement jusqu'à l'ordre n. Il suffit, pour le voir, de remarquer que les 
points 3 delà courbe AB vérifient l'équation /(s) =/,(/), où /(s) est ana- 
lytique dans le voisinage de AB. 11 faut même que la partie réelle P(/) [ou 
imaginaire Q(/)] de /, (/) satisfasse à cette condition. Chaque fois qu'elle 
n'est pas remplie, la coupure AB est essentielle. On voit ainsi que l'inté- 
gi-ale J(s)^ / ■^^.-- où la fonction de l, /('Ç)=/,(l')^ est analytique, 

le chemin AB ne l'étant pas, présente AB comme coupure essentielle. De 
même, les fonctions F(s) = V -1- îU dont la partie réelle prend sur AB la 
suite analytique de valeurs V,(Z), ne sont pas continuables au delà de AB. 
Enfin, lorsque la fonction s, — 9(3) représente d'une manière conforme uu 
espace S sur un espace S, , et que la dérivée -^ n'existe pas pour l'arc L 
de s, -^ existant pour l'arc L, de s, , L est coupure essentielle de 9(-). 

Ajoutons, pour terminer, que, si une fonction /(j) prend sur AB des 
valeurs/, (Z) dont la dérivée^ — est continue, f'(z) prend sur AB les 
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valcLirs /j'(/) -^1 ainsi que cela sera démontre dans l;i siiile ( ceci suj)- 

dl 
pose Lontefois -^ continue sur Alî | , 

13. Dans l'étude qui précède, nous avons admis que la coupure AB n'é- 
tait pas limite d'autres lignes singulières. Au cas contraire, quand un point 
z tend vers un point "C, de AB, il rencontre une infinité de coupures A„B„de 
F(s). Si ces coupures sont essentielles, AB est nécessairement coupure es- 
sentielle de F(s). Sinon, il convient de distinguer les deux cas suivants : 
lorsqu'il existe un espace S attenant à AB où la fonction F(-s) est coiili- 
nuable au deliV de chaque coupure A„B„ par une fonction F, (;) qui existe 
au delà de AB, on peut dire que F esl coniinuable au delà de AB; si cette 
condition n'est pas remplie, F(2) n'est pas continuablo. Par exemple, soit 
f(s) une fonction uniforme définie de part et d'autre de Ox, admettant les 

poiiits O et A de l'axe des x comme points essentiels et les points - et 
an — comme zéros simples. La fonction uniforme F(r)'= \//(z), qui pré- 
sente comme coupures les droites A„B„joignaut — à a H — 1 est contÎTiual)le 

au delà de ces coupures et de OA, Considérons, au contraire, une suite de 
fonctions/,,/,, ...,/„(s), ...,/„(s) désignant une fonction dont Ox est 
coupure essentielle. La fonctionF(:) égale à/j(i;) entre les droites/ = -. 
y = 1 est continuable au delà de ces droites, mais présente Ox comme 

coupure essentielle. Dans ce cas, il arrive parfois que F(2) tend vers des 
valeurs F, (x), fonction analytique de x, quand s tend vers Ox; ainsi, ap- 
pelons f(z) une fonction continue sur Ox, mais dont Ox est coupure es- 
sentielle; on peut faire/, (z) = 9(^), ...,/,(;) = ^' ---^et F(;) tend 
verso, quand s tend vers Ox. 

14. Les théorèmes précédents ont leurs analogues dans l'étude des fonc- 
tions V de deux variables qui satisfont à l'équation A"V = o. 

Quand deux fonctions uniformes V(x,y), V|(a;,_K), définies du même 
côté d'une coupure AB, coïncident le long de cette ligne ainsi que -j- et 
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-~, elles coïncident dans îe voisinage de la coupure. On le voit en raison- 
nant sur Fintég-rale / r^C'^) ~7^ ^(s)\^r\ds, comme sur rînlégTalo 

Il suffit, pour que le lliéoréme soit exact, qu'i! existe une longueur X telle 
qu'en portant sur la normale àAB, en chaque point M, la longueur MN = X, 

l^('^'j) ~ ^i(^)7)l *ïM — d ,'^''^ soient inférieurs à tout 

nombre donné £. 

Quand les deux fonctions V et V, sont définies de part et d'autre de AB, 
elles se raccordent et forment une fonction analytique régulière àQX,y, 
qui satisfait à l'équation AV = o. Il faut pour cela et il suffit que, si l'on 
porte sur la normale, en M à AB les longueurs MN ^= MN, = X, de part et 

inférieurs à £ (a;, y étant un point de MN, x^,y^ de MN,). Ceci résulte du 
lemme 111 du Chapitre II. 

Par suite, la condition nécessaire et suffisante pour que \(^x,y) soit con- 
linuable au delà de AB est que la fonction V, existe. Il suffit encore que 
les différences [^(x,y) -N ,(x,,y,)\ et [^(^,7) - ^(a^,, 7,)] ten- 
dent uniformément le long de AE vers des valeurs c(Z), v'{l) (/désignant 
l'arc AM)qui puissent être considérées comme les valeurs sur AB d'une 
fonction W(^,y) régulière et satisfaisant à AW = o. 

La condition est également satisfaite quand VetV, se raccordent sur AB, 
en même temps que y- et -^ ou, plus généralement, que V = a t — ^ ? ttt 
et V'i = a-r-^ + ^-j-Va et p désignant deux fonctions de /, mais V'et V, dif- 
férant de -jTi -ryll-Ce que nous venons de dire s'applique évidemment aux 

fonctions V(a;,y, z) de trois variables, qui satisfont à l'équation AV = o. 

Dans le cas où AB est une ligne analytique, il faut et il suffit, ainsi que 
nous l'avons démontré, que V(x,y) prenne sur AB une suite de valeurs 
c,(/), fonction analytique de /, pour que V(ir,y) soit continuable au delà 

de AB, Ouand cette condition est réalisée, les dérivées ^7— j -r- sont elles- 
^ ' ax ây 

mêmes des fonctions analytiques régulières dans le voisinage de AB, et pren- 
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lient en conséquence sur ABdes valeurs v'(l), ^"{l), <'' et c" étant des fonctions 
analytiques de /. Mais existe-t-il toujours une fonction V(a7, j') telle que V 
prenne sur AB des valeurs f,(^), -r— des valeurs v'{l), (^,{l) et f'(l') étant 

/onctions analytiques de 11 On voit sans peine qu'il en existe une et une 
seule: soit (x,y) un point de AB, x=^<û(l),y = '\;(l)-,siv existe, la fonc- 
tion -j î -j- est une fonction analytique de z définie de part et d'autre de 

AB, et l'on a sur AU 

dv dv ^ -'■'("■''<" 

— = 1''!/) eiY^__^ ~ç"(l) 

Or il existe une fonction /(s) définie de part et d'autre de AB, et prenanl 
sur AB les valeurs f'(0 "'" '''"(0) fonction analytique de /. Si l'on pose 

/ f{z)dz = F(s), la partie réelle de F(3), P(^,^), pour une valeur con- 
venable de la constante d'intégration, satisfait aux conditions énoncées. 
D'après les premiers théorèmes, il est clair qu'il n'en saurait exister 
d'autres. 

Plus généralement, on démontre de môme qu'il existe une fonction 
V(j;,^) prenant sur AB les valeurs ^^iV)-, et telle que a(Z) -. — h [3(/)^ 

prenne sur AB les valeurs c'(/) : a(/), P(0' ''i(0' ''(0 étant des fonc- 
tions analytiques de /. 

De ces théorèmes, on déduit au sujet des coupures des fonctions V(a;,_K) 
des remarques identiques à celles qu'on a faites sur les coupures des fonc- 
tions de z. 

Les conditions nécessaires pour qu'une fonction v(^x^y') soit continuable 
au delà d'une coupure analytique peuvent s'étendre aux fonctions V(a?,y, s) 
de trois variables. Mais il n'en est pas de même des conditions suffisantes. 

Soit S une surface analytique, coupure d'une fonction V(a;,y, z). Nous 
appelons fonction analytique de deux ou trois variables une fonction qui 
pour tout point (a^o, y„f s») (sauf pour des points exceptionnels) est dévc- 
loppable en série de Taylor, cette série convergeant' tant que \x — Xo\, 
\y — y» I) I ^ — ^0 1 restent inférieurs à certaines valeurs, pour des valeurs 
réelles ou imaginaires de x, y, z. 

Les fonctions y(^x,y,z') sont des fonctions analytiques. Une surface 
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analyticjue est une surface telle, que ses coordonnées x, y, z s'expriment 
en fonclloii analytique de deux paramètres a et [B 

çi, ij'ï X L'Lant définies pour des valeurs réelles et imaginaires de a, p voisines 
de «fl, po (l<i couple a,,, ^^ définit un point de la surface). Si V(a:^,y,s)esl 
continuable au delà de S, V prend sur S (ainsi que ses dérivées d'ordre 
(pielconque) des valeurs V,(a, P), où V, (a, j3) esï une fonction analy- 
tique de a, P; car remplaçons a;, ^, z en a, ^ dans V(a;,y, s); les coor- 
données X, y, z sont définies en fonction de a, p pour des valeurs imagi- 
naires de a, P voisines de œ^, p„, et V(a;,jv, z) est définie pour des valeurs 
imaginaires de x, y, z voisines de x^, y^ ; il en résulte que V, (a, ^) est une, 
fonction de «, (3 définie pour les valeurs réelles et imaginaires de a, ^ voi- 
sines de a^, Pi,; c'est donc une fonction analytique de a, p. 11 en est de même 

des valeurs de -t- ? ^r- on -7- > ■ ■ ■ 
ax df a"- 

Inversement, quand une fonction y{x,y,z) prend sur S des valeurs 

V|(«, p), et -j— des valeurs V'(a, P), V, et V' étant fonctions analytiques de 

a, p, cette fonction est-elle continuable au delà de S? Autrement dit, 
existe-t-il une fonction V(j:,y, s) régulière de part et d'autre de S et véri- 
fiant sur S ces deux conditions? Il n'en peut évidemment exister qu'une, et, 
si elle existe, les valeurs de ses dérivées partielles en un point x,,, y^, Zf, de 
S s'obtiennent en dérivant les équations 

V,(^,7,^)^V,(a,p), 

" («,,.,,).^-V'(.,fl) 



La première condition donne, par dérivations successives, (n ■+■ i) équa- 
tions contenant linéairement les dérivées de V jusqu'à Tordre n inclusive- 



tout, ■ '-i- équations linéaires, c'est-à-dire autant (juo de dérivées 

d'ordre n et d'ordre inférieur. On peut donc calculer les valeurs au point 
(■^oî/o» S|,)de ces dérivées; si la série de Taylor formée à l'aide de ces valeurs 



y Google 



SUR lils ligses singulières des fonctions analytiques. 79 

Tgentc, la fonction $(3;, y, s) ainsi définie vérifie les conditions 
énoncées. Mais il n'est pas démontré qu'elle converge nécessairement. 

Dans le cas où la surface de S comprend une portion u de surface sphé- 
rique 2, sur laquelle \Çx,y, s) s'annule [la fonction V (a?, y, s) étant ré^- 
lière dans cette sphère et continue sur sa surface], \(x,y,3) est conli- 
nuable au delà de 2, ainsi que le montre aussitôt l'égalité 

OÙ r et a ont une signification connue. 

Toutes les formes de conditions nécessaires, pour qu'une fonction f{z) 
soit continuable au delà d'une coupure, s'étendent sans peine aux fonctions 
V(a?, j, z) et permettent de trouver des fonctions V ayant difFércntcs es- 
pèces de coupures essentielles. 
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SECONDE PARTIE. 

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES FONCTIONS A SINGULARITÉS QUELCONQUES. 
CHAPITRE ]. 



1. Nous allonsj dans cqUh seconde Partie, cherch«r à décomposer en 
sommes et en produits les fonctions affectées de coupures. Pour obtenir 
l'expression explicite en séries des fonctions auxquelles on se trouve ramené, 
il csL nécessaire de savoir développer en série une fonction holomorphe dans 
une aire quelconque ou à l'extérieur d'une ligne quelconque. C'est ce point 
que nous traiterons dans le premier Chapitre. 

Un premier mode de développement repose sur les propriétés de la repré- 
senlalion conforme. Soit une ligne quelconque ^ du plan des s, assujettie 
à la seule condition de ne pas se couper. II existe une fonction s, =/(s} 
qui représente d'une manière conforme l'espace S extérieur à s (ou l'espace 
intérieur à s, si s est fermée) sur l'espace S, extérieur à un cercle C du plan 
des s, ayant l'origine pour centre. Autrement dit, s, est une fonction de z 
holomorphe dans S (sauf en un point s^ qui est un pôle), et telle qu'à 
chaque point s, de C corresponde un seul point s de S, et réciproquement : 
z=/,{z,) est holomorphe dans S,, sauf en un point qui est un pôle. La 
fonction /(z) dépend de trois constantes réelles arbitraires; on peut faire 
correspondre à un point de S et à un point de son contour s un point arbi- 
traire de S, et de la circonférence c. Faisons correspondre les points à l'in- 
iîni de S et de S, ; à l'extérieur de C, la fonction s = ^(c, ) qui admet le 
point ïo pour pôle se développe ainsi : 

D'autre part, la fonction z, =/(s), à l'extérieur d'un cercle G ayant 
l'origine pour centre et comprenant s, est de la forme 
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On en déduit qna p = y r= i et que, par suite, 



La fonction s = 9(^1) contient encore une constante réelle arbitraire; on 
peut écrire 

a désignant une constante réelle. 

Posons s'= frs, ; quand s, parcourt C, s' décrit un cercle concentrique 
de rayon Rp, si R est le rayon de G et p le module de k. Dans ces condi- 
tions, 



et, si l'on change, en dernier lieu, z' -+- a en s,, il vient 



La limite de | s — 2, | est zéro pour s = co. En délinitive, étant donné l'es- 
pace S, il existe une fonction z, — f{z), telle que lim \ z ~ z, \ soit zéro 
pour z infini, et qui représente d'une manière conforme l'espace S sur l'es- 
pace extérieur à un cercle bien déterminé C, du plan des s,. La manière 
dont nous avons obtenu cette fonction montre qu'il n'en existe qu'une seule. 
Désignons par a le centre de C, ; nous dirons, pour abréger, que s, :=f(z) 
[ou s = 9(-3i)] '^'^^ fonction figurative de l'espace S et que a est l'ajfixedc 
la ligne s. 

Soil maintenant une fonction'u = F(s) holomorphe dans l'aire S (y com- 
pris le point ao); posons s = cp(s,); la fonction F,(S|), holomorphe à 
l'extérieur du cercle C,, de centre a, se développe ainsi 



et, comme s, =f(^z), on en conclut que F(s) peut se mettre dans l'espace S 
sous la forme 

A B 



(I) F(.-)^ 



/(s)-« [/(^)-«P 



Ceci s'applique à une quelconque des fonctions s, ~f(z') qui représentent S 

P. M 
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sur un cercle d'une manière conforme. Mais la fonction figurative est la seule 
qui vérifie les égalités suivantes : 

i" Soit <j un contour fermé entourant s : 

En effet, l'intégrale précédente est égale à — ■ / ^(s,)(/2,, d, désignant un 
contour fermé entourant le cercle C, , et ^(S|) le produit F,(S|)-t^- 
D'après (r), 

D'auLre part, 

"■ = ""- ilTZITTif---- 
Par suite, 

Le seul terme dont l'intégrale ne soit pas nulle est 

^ — ~-^; donc — — j T{z)dz:=A. 

2° — ^ / z F(z)dz — Aa + B, si F(3) s'annule pour zco. Celle inté- 
grale est égale à l'intégrale / -^f\l(z,)dz,, où 'j'(S|) = (f (S|)F,(S|)-j;p- 

On voit, comme plus haut, que dans ce produit le seul terme dont l'inté- 
grale ne soit pas nulle est 
ka -\- lî 



t/s,, par suite, ~— f sF{s) dz^^Aa 



Quand les égalités précédentes sont vérifiées, pour une des fonctions 
z, =/(s), on aperçoit aisément que lim| s, — s | = o pour z ~ ^- La fonc- 
tion figurative jouit donc seule de ces deux propriétés. Ces remarques nous 
seront utiles dans la suite. 

En particulier, si ^ se réduit au point a, la fonction F(^) peut se mettre 
sous la forme 



i(^^) + B(^)'. 



y Google 



SUR LES LIGNES SINGULIÈRES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 83 

X et fi étant des constantes. Mais il faut que X — o et que [J- = i pour (|uc 
les égalités énoncées soient satisfaites. La fonction figurative devient donc 
z, = s quand s se réduit à un point. 

Lorsque S est une aire à double contour, M. SchotLky a montré que S 
peut se représenter d'une manière conforme sur la couronne comprise entre 
deux cercles concentriques. Il s'ensuit que F(s) se développe dans l'aire S 
de la manière suivante ; 

C'est la généralisation du théorème de Laurent, 

2. Les modes de développement que nous indiquerons maintenant n'exi- 
gent la connaissance d'aucune fonction particulière relative à la ligne -s'. 

En premier lieu, soit une aire quelconque S ne présentant pas d'angle 
rentrant et limitée par une courbe s. Traçons un cercle C tangent à s au 
point M et extérieur à S. Si a est le centre de C, z l'affixe de M, x un point 
intérieur à S, l'expression peut se développer ainsi 






= A{ = ). 



Faisons parcourir au point z la courbe s^ a variant avec s d'une manière 
continue, sauf aux points anguleux de 5 : la série A(z) converge uniformé- 
ment et représente 7^^ — D'autre part, si F(3;) est une fonction bolomorphe 
de X dans S, continue sur s, on a 

Par suite, 

-"'"'■(-)=|/''(=)#^'''- 

Mais on peut toujours tracer un contour extérieur à s, intérieur a la 
courbe a- décrite p^r a, et formé de /.- arcs de cercles tournant tous leur con- 
vexité vers s. A l'intérieur de ce contour, d'après un théorème de M. AppetI, 



.-^[v^^ 
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Les a„, b„, ..., 4 sont des fonctions continues de a, par suite de l'arc 
/ = M, M de 5; les a,, «2, ■ - -, °^* s<^rit des constantes. De même, 



Donc 

j^ r F(a)(s-av-'rf^ _V 



"(^-«*)". 



.,)" ■ ■■■ (:^-cij,y' 



(2) r(^')=2vv(^)- 

Si S est l'aire extérieure à une certaine ligne ouverte s, on rentre dans le 
cas précédent, en posant 



,.3.= s -1- -^ +\/(^-«j(3-/j) 

(a et Z» sont les affixes des extrémités de .y). La fonction F,(Z|) est liolo- 
morplie à l'extérieur d'un certain espace et peut se mettre sous la forme 2. 
Il suffit, pour avoir le développement de F(z), de remplacer z, en fonction 
de 3. 

Dans le cas où S est l'aire intérieure à une courbe convexe *, un raisonne- 
ment analogue au précédent permet d'obtenir des résultats plus simples : 

Nous supposons que s n'a en chacun de ses points qu'un contact simple 
avec sa tangente. Traçons un cercle C tangent à .s au point M et compre- 
nant S à son intérieur. Si a est le centre de C, s l'affixe de M, x un point 
intérieur à S, l'expression ; peut se développer ainsi 



U-a]" 



= A(s). 



Faisons parcourir au point s la courbe s, a variant avec z d'une manière 
continue, sauf aux points anguleux de s. La série A(s) converge sur ^ uni- 
formément et représente ■ _ - _ __ ■ , .■ D'autre part, si F(x) est holomorplie dans 
S et sur s, on a 



F{.x) = ^J^ 
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par suilc, 

P„(a;) désignant un polynôme en x de degré n. On voit donc qu'une fonc- 
tion F(ar), holomorphe dans S, peut se développer dans cette aire en série 
de polynômes. 

Discussion. — Nous avons admis qu'on pouvait tracer, en chaque point 
de s, un cercle tangent à la courbe et comprenant s à son intérieur. Ceci 
est exact si la courbe s n'a, en chaque point, qu'un contact simple avec sa 
tangente. Soit, en eiTet, une courbe convexe passant par l'origine et ayant 
en ce point un contact simple avec Ox { Oy est dirigé vers le centre de cour- 
bure). Pour les valeurs de x comprises entre — ^ et + a (~ p et -h a étant 
les abscisses des tangentes parallèles à Ojy), on a 

r — ?(a;) — — cp"(9a;). 

Traçons un cercle tangent à Oic, de rayon supérieur au plus grand des nom- 
bres a et p, ainsi qu'à d (d désigne l'ordonnée do la tangente, parallèle à 
Ox). Si, entre ~ ^ et -H a, l'ordonnée du cercle 

Y = R — v'iî'— *■' 

est plus petite que l'ordonnée correspondante de s cnLre a. et ~ p, le cercle 
comprend s à son intérieur. Soit fi une valeur inférieure (ou égale) à la plus 
petite valeur de '^--^ — ■ entre -j- « et — P (fi est positif) : enti'c œ et — [3, y 
est supérieur ou égal à [Lx^. Il suffit donc que [j.x- — Y ne soil jamais néga- 
tif entre — ^ et H- a. Ceci peut s'écrire 

(R — (Aa;^ est positif, puisque It esl supérieur à d). Élevons au carré; il 
vient, après réduction. 



Prenons maintenant un point M quelconque sur la courbe s; x ety sont 
fonctions d'un certain paramètre, et le long de s, (_x'y" — y'x") est, par 
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hypothèse, phis grand qu'un certain nombre positif. Menons en M la nor- 
male MY vers le centre de courbure; MX est la direction perpendiculaire à 

M Y qui fait avec M Y l'angle — -; siadésigne l'angle (MX, Oa?), un simple 

changement de variables montre que, pour le point M, sp: doit être égal ou 

inférieur à l'expression : — ; — •^, ■ . ■ — ^^ (x variant dans l'intervalle où le 

dénominateur est positif). Cette condition est satisfaite à coup sûr si 2[j. est 

inférieur (ou égal) à la plus petite valeur sur s de —^ — — — j-- Soient donc 

{x'^' + y^r 
Dlat^i'sto/icemarimadedeux tangentes parallèles et 2m la cow/'èMrem(«jma 

do s; il suffit de prendre R supérieur à la fois à D età — > pour que les 

cercles de rayon R tangents intérieurement à s renferment s. 

Le raisonnement n'exige pas à la rigueur que s admette en chaque point 

un cercle osculateur, c'est-à-dire que -j- tende vers une limite, mais seule- 
ment que, pour les valeurs de as inférieures à un certain nombre S, le rap- 
port -^ soit supérieur à une quantité finie, 2m, le long de s. 

Si s présente des points anguleux, il suffit que la condition relative à R 
soit remplie pour chaque arc distinct de s. 

Quand x'y" — y'x" s'annule en des points M, de s ne formant pas une 
suite linéaire, on décompose .î en deux parties : la première u comprenant 
ces points et dont la longueur peut être rendue aussi petite qu'on veut; la 
secondes — <7; on raisonne sur / —^ — comme sur l'intégrale analogue 

prise le long de s. On voit ainsi que cette intégrale- peut se développer en 
série de polynômes : 2P^(n). Quand on fait tendre a vers zéro, l'intégrale 
relative à a tend vers zéro, et les polynômes P'„('^) icndent vers une limite 
P„(«); 2P„(a:^) représente F(^). 

Si les points M, forment une suite linéaire sur s (par exemple, si s com- 
prend des segments de droites), on a recours à la remarque générale sui- 
vante : soit une aire S intérieure (ou extérieure) à une courbe fermée s; s'il 

existe, en dehors de S, un point A, tel que, en posant s, — __ 1 l'es- 
pace S se transforme en un espace S, intérieur à une courbe convexe s,, 
sans points d'inflexions, la fonction F(a;) peut se mettre, dans S, sous la 



y Google 



SUR LES LIGNES SINGULIÈRES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 



F(., = fp.(-^,). 



A quelles conditions ce point A existe-L-il'? On sait que la figure qui cor- 
respond à s dans la transformation s, =^ __ peut coïncider avec la figure 

inverse de s par rapport au point A ( i étant la puissance d'inversion). Si 
l'arc BC de s tourne sa convexité vers A, l'arc inverse 6,0, tourne sa cou- 
cavité vers A. Si BC tourne sa concavité vers A et si A est intérieur à tous 
les cercles C osculateurs de l'arc BC, B,G, tourne sa concavité vers A. Si 
A est extérieur à tous les cercles C, B, Cj tourne sa convexité vers A. Quand 
un cercle C passe par A, B, C, présente une inflexion. 

Ceci posé, une discussion très simple montre que le point A existe aux 
conditions suivantes : S ne présente pas d'angle rentrant ; de plus, si C de- 
signe les cercles osculateurs à « en tous les points où s tourne sa convexité 
vers S, C" les cercles osculateurs aux autres points, il faut qu'il y ait, en 
dehors de S, une aire intérieure à tous les cercles C et extérieure à tous 
les cercles C". 

Un point quelconque de cette aire jouit de la propriété énoncée. 

Les cercles C et C" se réduisent à des droites aux points d'inflexion. Si, 
en particulier, s est convexe, mais renferme des segments de droites, il faut, 
pour que A existe, que les demi-plans situés par rapport à ces droites du 
côté opposé à la courbe s aient une partie commune (ceci a toujours lieu si 
s ne renferme que deux segments de droites). 

Quand le point A n'existe pas, on peut toujours (S étant une aire quel- 
conque sans angle rentrant) décomposer s en arcs PQ assez petits pour qu'il 
existe, en dehors de S, un point a, tel que les cercles tangents à s en chaque 
point de PQ et passant par a soient extérieurs à S. On peut écrire 

la fonction/, (a?) — / _ " présente la ligne PQ comme coupure. Po- 
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L'arc PQ se transforme en un arc P'Q' donl LouLes les tangentes sont ordi- 
naires et extérieures à l'aire S'. La fonction /i ( — + «) est développable en 
série de polynômes dans un contour convexe s' comprenant P'Q' et renfer- 
mant l'aire S'. Remarquons toutefois que/, devient infinie aux points P' et 
Q', mais de l'ordre do Ls pour s = o ; / ,|_ , représente donc bien encore 

/, (x'), et le raisonnement employé n'est pas en défaut. II résulte de là que 
F(a;) peut se développer ainsi, dans l'aire S, 

(« "(«)=|>(^)*^"(^-^>--^"(^)]' 

a,, a.,, . . ., a;, étant des points extérieurs à S. 

Le cas où S est l'aire extérieure à une ligne ouverte se ramone au précé- 
dent par la transformation déjà employée 



Les développements (2), (3), (4) s'étendent facilement aux fonctions de 
plusieurs variables. 

3, Propriétés des développements (2), (3) et (4)- ~ Les développe- 
ments (2), (3), (4) convergent imiformément et absolument dans toute aire 
intérieure à S et sans point commun avec s. Leur convergence est compa- 
rable à celle des progressions géométriques. Les dérivées de F(ic) sont re- 
présentées par les séries obtenues en dérivant les différents termes de ces 
développements, séries qui sont de même forme que les premières. 

Etudions, en particulier, le développement (2), Les termes 9v(s) de ce 
développement sont identiquement nuls dans l'aire D extérieure aux cercles 
a,, a^, . . ., a-k, qui ne renferme pas S. Par suite, la somme de la série (2) 
est nulle dans 2, et égale à F(ic) dans S. On déduit de là un moyen de 
former des séries dont les termes sont des fonctions rationnelles, et qui re- 
présentent deux fonctions quelconques dans deux aires distinctes absolument 
quelconques. 

Le développement (2) est possible d'une infinité de manières. En effet, 
quand la fonction 9v(^) est déterminée, ses coefficients ne le sont pas entiè- 
rement; déplus, on peut ajouter aux termes de la série (2) les termes d'une 
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série de la forme (pv(^)) "î^i représente zéro dans l'aire 2', extérieure aux 
cercles a,, a^, . . ,, a^, et renfermant S. 

Remarquons que, dans la démonstration, on pfiut remplacer lu fonclioii 
- — — par la fonction \{z — :r), ■jj(a?) ayant au point rc = o un pôle d'ordre i, 
dont le résidu est égal à Tunité, et ses points singuliers A,, A^, ... étant tels 
que les points ar + A,, a; 4- A^, . . . restent compris dans l'aire 2 quand x 
reste compris dans Taire 2'. L'expression j^^ — r^ est alors remplacée par 
-r;-'^(s — a;,), et les coefficients sont indépendants de la forme de ']^. On 
peut prendre, par exemple, pour (j^ (s) la fonction Z(s). On déduit de \l\, 
pour un contour quelconque, des remarques analogues à celles cpi'a indi- 
quées M. Appell dans le cas d'un contour d'arcs de cercles ('). 

Si nous considérons les premiers termes de ^, (ic) 

On voit que, dans le cas où S est l'espace extérieur à un contour s, 
(a') -'r- fY{œ)dœ-=a'^b' + ...+ l\ 

c'est-à-dire que cette somme est égale au résidu de la coupure s. 
Quand S est l'aire intérieure à s, rappelons-nous que 



et que 

ft. A +...-4-/^ = 



identiquement. D'autre part. 



'^-M''' 



(') Malkemalische Aiinalen, l. XXI. 

p. 
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Ajoutons un mot au sujet des développements (3) et (4 )■ Soit d'abord h 
série (3) 

Comme les dérivées successives de F(a;) sont représentées par les séries que 
forment les dérivées des termes, on en conclut que la série 



converge et est égale à F(o). Plus généralement, 

' '^ 1.1... p 

Les coefficients de (3) ne sont pas déterminés : on peut se donner arbitrai- 
rement les II premiers termes du développement (si gi-and que soit n)\ on 
peut aussi exiger qu'à partir du p'^""^ terme les polynômes ne renferment 
pas de terme de degré inférieur à/>, et que, pour y <Cp^ Pv soit égal à kx"-., 
k coïncide alors avec 



Fno) 



Le développement (2) ne converge pas, en général, en dehors de S, car 
les séries que nous avons intégrées pour l'obtenir divergent en deliors de S. 
Mais posons le = 9(2), fp(s) étant holomorphe et sa dérivée ne s'annulant 
pas dans S. A l'aire S correspond une aire S' que nous supposons convexe; 
;: = ^(«) dans S' ['}'(«) est holomorphe | ; on voit donc que F(5) = F, («) 
est holomorphe dans S', et, par suite, 

(5) rU) = 2P„[9(3}]. 

Si à une valeur de u correspondent, dans le plan des z, d'autres valeurs s,, 
z,,, . . ., la série (5) converge aussi dans les aires S,, Sj, ... décrites par s,, 

z.., Cette remarque s'applique aussi bien aux développements (2) et (3). 

Quand l'aire S est extérieure à un contour ç, 

dans le cas le plus général. On voit que 
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a'„ désignant le coefficient de — — — dans Pj,, etc. On pent, dans ce dévelop- 
pement, faire en sorte qu'à partir de v = /t les P* ne l'enferment plus de 
termes de degré inférieur à n en , et que, pour v <C. n, les Pj se ré- 
duisent à 7 :--■ Faisons, en particulier, v = 3 ; dans ce cas, 



¥ {x) dx — a\^ b\+ . . .+ l\. 



Quand s se réduit à une ligne ouverte dont a el b sont ies extrémités, on 
sait que les développements (2), (3), (4) subsistent à condition d'y rem- 
placer X par ic, ^ - Le H — - — - -+- \l(x — a){x — 6) : le signe du radical 

étant choisi de sorte que x, devienne infinie avec x, lim \x^ — x\^ o pour 
X = a>. Si Ton se reporte aux égalités établies dans le n" t, on voit que les 
égalités (2') et (4') sont encore vraies dans ce cas. 

Telles sont les principales remarques relatives à ces développements. Il 
est facile d'appliquer, par exemple, le développement (3) à une aire con- 
vexe, formée d'arcs de cercles, disposés d'ailleurs d'une façon quelconque. 
Quand F(a;) est une constante, les coefficients se calculent aisément, et l'on 
obtient ainsi la somme de séries assez complexes. Mais je n'insiste pas davan- 
tage sur ce point pour le moment. 

4. Nous avons, dans les raisonnements employés, supposé que F(3) était 
holomorphe dans S et continue sur s; quand cette condition n'est pas rem- 
plie (sauf dans certains cas particuliers indiqués dans la première Partie, au 

lemme II du Chapitre II), l'intégrale / -^ "_:} n'a plus de sens ou ne repré- 
sente pas F(ii:), et la démonstration donnée tombe en défaut. 

Prenons, par exemple, le cas d'un contour convexe s. Soit x im point 
de S; entourons ce point d'un contour fermé a intérieur à .î et convexe : 



■.iv:Y{x) 



-a^^^ 
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on peut écrire là encore 

(a étant une foncLion continue de s), cl la série 2P„(x) converge clans a- ; 

quand le contour a- tend vers s, l'intégrale / ■ -■- ^- - est constamment égale 

à 2 (Tc F(a?) ; mais rien ne prouve c|ue les termes du second membre tendent 
respectivement vers une limite. 

Supposons qu'il existe une fonction de :, P + ;Q, holomorphc dans la 
partie do S voisine de s, continue sur s, et telle que, si l'on pose 



le point «, quand z parcourt s, soit sur la normale en ;; à *. Considérons 
dans S l'ensemble des courbes u voisines de s, et normales en chacun de 
leurs points s à la droite joignant ce point s au point a défmi par l'égalité 
précédente. Nous admettons encore que ces courbes sont fermées, sans 
points communs, et que chacune d'elles est comprise à l'intérieur des cer- 
cles qui passent par un de ses points z et ont a pour centre. 

Choisissons une courbe (T assez voisine de s pour que P -H îQ soit holo- 
morphc entre s et t; on peut écrire, pour tout point x intérieur à rr, 

F(.)= j^X"^ = î^2X<fe^>w-=2 ■>"<"• 

Si l'on désigne par t' une seconde courbe t, comprise entre s et la pre- 
mière, pour tout point x intérieur à s', 

"<-' = ïs 2X (fel"'"*"' ■'-■ =2 ''■■'■"">■■ 

mais 

X(fel^-''<='"--==X(î^°""^'"" 

Car la fonction placée sous le signe / est holomorphe entre u et t'. lien 
résulte que la série 2P„(œ) coïncide avec la série 2P^,(ic); elle converge 
donc à l'intérieur du contour a' et, par suite, dans l'aire S. 

Tout revient, par suite, à trouver une fonction V -+- iO jouissant des 
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propnétés admises. Nous allons démonlrer qu'il existe une telle foncùoii 
pour toute courbe convexe s, n'ayant qu'un contact simple avec toutes ses 



(^l étant l'arc de courbe) existent et sont continues. 

Prenons comme paramètre arbitraire l'angle ô que fait avec la direction 
fixe Ox la droite OM qui joint l'origine O, intérieure à s, k \m point M 

de s. Le loue; de s, -j^, --Â sont continues, et l'expression — ^- ~ - ^—^. - reste 

supérieure à un certain minimum positif. 

Par hypothèse, la droite (s — a) est normale à s, quand z parcourt s. Il 

faut trouver une fonction P-hîQ, telle que ^ tende vers — ^ quand z tend 



r, = 0.; 



Si Iti fonction P, + ('Q, existe et que U -H Vi désigne son inLogralc, U 
prend sur s une valeur constante. 

Ceci posé, la démonstration est facile dans le cas où s est une ligne ana- 
lytique régulière. 

Cas où s est une ligne analytique régulière. — Soit s, = f(^) une des 
fonctions qui représentent, d'une manière conforme, l'espace S sur un 
cercle de centre O. Posons U 4- Vi = Li|)(3): U prend une valeur constante 
R, le long de s. Nous avons démontré, dans la première Partie, que la fonc- 
tion U -f- î'V est continuable au delà de S, et holomorphe dans le voisinage 
de s, de part et d'autre. Il en est de même de ses dérivées successives. Soit 
p^^^, Q, =_ ^;le long de jf, P,dx^q,dy ^ o; P. et Q, ne s'an- 
nulent pas à la fois sur s, sinon la courbe s, \](x,y) = R,, présenterait un 
point singulier. 



vers M, telle, 


, par 


suite, que, le long de s, 

Pda:-\-Qdy = o. 


Posons 




P^ + Q. ^" p^+a 


il vient 




P,da: — Q,df — 0. 



Si l'on pose 



i+OÎ I>î + l 



y Google 



94 l*- PAINLEVÉ. 

la fonction P 4- /Q est holomorplic et diffcrentc de zéro aux environs de .î, 
eX prend sur s des valeurs telles que Pa;' h- Qy'= o. 

Cette fonction est holomorphe dans tout l'espace S, car P + iQ — ^Tr4 > 

et f'(z) ne s'annule pas dans S; P -F i'Q s'annule pour la valeur z,, qui an- 
nule <p(s), valeur qu'on peut toujours supposer être o. Dans le voisinage de 

s = o, P + i'Q est de la forme 5(1 -+- zA), car le résidu de ^-tt' relatif 
au pôle z ^o, est égal à -)- ï , 

Considérons alors les courbes C normales, en chacun de leurs points z, à 
la droite z — a. Elles vérifient l'équation différentielle Pdx-hQdy:=o, qui 
a pour intégrale générale U=R. Pour des valeurs de li<CR| , ces courbes sont 
fermées, sans points communs, intérieures à s et tendent vers s quand lî 
tend vers R,; elles entourent le point - = o pour lequel ^(s) s'annule. Je 
dis, de plus, que ces courbes sont convexes et n'ont qu'un contact simple 
avec leurs tangentes. En effet, soit ù l'angle que fait avec Ox la noi'malc 
en M à l'une des courbes C. Il suffit de prouver que -jp,- garde un signe con- 
stant et ne s'annule pas quand M parcourt la courbe C. Par hypothèse, 
surs, -jô est toujours positif; désignons par x = y'(ô, R), y = /,(^, R), 
les coordonnées d'un point de G (C correspondant à ia valeur K), / et /, 
sont des fonctions continues de et de R : 

d6 ~ dJ TFj ^ âï- dô ~ d^ ■'' "^ d'y ■'' " 

On sait que 

«' Q „ y r. 

— 7 ^— fi et, d autre pari, — — lantr^. 
y P ' ^ ° 

On déduit de là que 

A étant une fonction de et R (ou de x et y) éeale à tt ^ ; X est 

\ y / G Vx~h Qy 

une fonction continue qui ne s'annule pas dans S, et qui, par suite, garde 

un signe constant; en etfet, 
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[t-(xy) est lu partie réelle du produit (P + (Q)- (holomorphc clans S, 
puisque P + i'Q s'annule pour s — o); c'est donc une fonction qui satisfait 
à l'équation Ajj: — o, régulière dans S, et prenant sur s une suite continue 
de valeurs dont le signe est constant; autrement, Fx-{- Qy s'annulerait 
sur s, et une tangente à la courbe s passerait par l'origine O, ce qui est im- 
possible. Comme la fonction X est égale à i pour s — o, elle est toujours 
positive. On voit ainsi que 

de \ ^ ôa; dyj' 

ii=arctang — — =i arc tang-r^, 



par suite 



^g-f-^^*^-^0). 



= )>p;= 



dQ -^ P^ + Qj 

P^ est une fonction qui satisfait à l'équation AP!^, — o, et prend sur s des va- 
leurs -35 V) toutes positives. Comme elle est régulière dans S, elle est con- 
stamment positive dans cet espace; -^ est donc toujours plus grand que o 
sur une courbe C. 

En dernier lieu, les cercles décrits de a comme centres et passant par ^, 
comprennent-ils à leur intérieior la courbe C qui passe par ce point s? Soit 
C, une des courbes C; traçons un cercle qui lui soit tangent et dont le 
centre soit du côté du centre de courbure de C,. Ce cercle entoure C, si son 

rayon r est supérieur à la fois à t^ et à ' d étant la distance maxima 

dé deux tangentes parallèles de C,, et 2m le minimum sur la courbe de l'ex- 
pression i^-^- — ^^) c'est-à-dire de la courbure de C, (ou une quantité iu- 

féricure à ce minimum). D'autre part, d'après ce qui précède, 
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Soit B la plus pctile valeur de P^ sur s; dans l'aire S, P'(x') est au moius 
égale à B; soit b le maximum de v/P* + Q^ sur s, et D la distance maxima 
de deux tangentes parallèles de la courbe s. 

Il suffit que r soit supérieur à la fois à D et à — ■■■ Cette dernière 

quantité garde la même valeur quand on multiplie P -i- (Q par une con- 
stante K. 

Ce point établi, on peut toujours (sans que rien soit modifié dans les rai- 
sonnements précédents) multiplier la fonction P + ÎQ par un nombre réel 
et positif k, assez grand pour que (ja désignant le module minimum de 
P ■+- i'Q entre C, et s), \i.k soit supérieur à D et à — ttw^ — La fonction 
/f(P + i'Q) remplit dès lors toutes les conditions exigées : les courbes C, 
comprises entre C, et *, sont intérieures aux cercles qui passent par un point *; 
de ces courbes et qui ont a pour centre; car le point a^ z — kP — ikQ 
est sur la normale en s à la courbe C, et à une distance de s supérieure à r, 
du côté du centre de courbure x,, y,, puisque 

h étant positif. Il est même aisé de voir que l'on peut prendre k assez 
grand pour que cette condition soit remplie pour toutes les courbes C (si 
voisines qu'elles soient de l'origine). 

On pouvait choisir au lieu de ç(s) une fonction P(2) (dont la partie 
réelle fût constante sur s), et présentant dans S des singularités quel- 
conques. Le raisonnement précédent s'applique aussi bien. 

Cas où la courbe s est quelconque. — Lorsque la courbe convexe s vé- 
rifie seulement les conditions énoncées, la démonstration est plus délicate. 
Nous prouverons, en premier lieu, qu'il existe une fonction P ■+- l'Q, holo- 
morphe dans s, et prenant sur s une suite continue de valeurs telles que 

P/r'+oy^o. 
Soit, en effet, 

ii = arctang^ ( = arclang^^ =F(0) sursV 

F(ô) croît de i-ïi en même temps que 9. Posons 
£2' = ii~9 = G(Ç) surs. 
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On sait qu'il existe une fonction Q', régulière dans S, satisfaisant à l'éqiui- 
tion AD'= o, et prenant sur s la suite continue de valeurs G(9). Désignons 
par R la fonction conjuguée de 0', 

11 suffit d'établir que R prend sur s une suite continue de valeurs. 

Soit z,=x,-hiy, une des fonctions de z qui représentent d'une manière 
conforme l'espace S sur un cercle C, ayant l'origine pour centre et de 
rayon i; 'R(x,y) devient une fonction R,(œ,, y,) quand on remplace x et 
y en fonction de a;,, y,; R,(ar,,yi) est régulière dans C et satisfait à Téqua- 
tion AR, = o. 

A chaque point z de s correspond un point z, de la circonférence C, et 
réciproquement^ ô est une fonction continue de f qui croît constamment 
avec 53 et augmente de 271 en même temps que 9 (9 désigne l'angle que fait 
avec Ox, la droite qui joint O à s,); G(0) est une fonction continue de 
9, Gt(o'). A une constante réelle près, l{,(x,,y,) est donnée par l'intégrale 



H 



(a et o sont les coordonnées polaires d'un point z,). Remarquons que 

G((} -h A5) - 0(9) ^ A e[G'((5) -h s], 

£ tend vers o avec AO, et, quand G'(0) est continue entre o et sir (ce qui est 
riiypothèse), on peut trouver un nombre A, assez petit pour que, | Aô| étant 
inférieur à A,, |£J soit inférieur à un nombre ï], qu'on peut prendre aussi 
petit qu'on veut, et cela pour toute valeur de entre o et 271. 

n s'ensuit qu'on peut trouver â assez petit, pour que, j ij/ 1 étant plus petii 

que 0, 

G.(o + ^1;)- G, (9) r= [5(9 + 4.) - 9[<p)] [«'(S) -h e], 

I £ I étant inférieur à tj, quelle que soit la valeur de ç entre o et 271:. [Dans 
G'(Q), représente la valeur de correspondant à 9.] 
On aura donc 

,,n,(.„7,) = .,R,(».,)= X'^'-Z^S^^?''"*"* 



= K(a,.)+J(o,9). 
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On peut trouver un in 
cniiipi'is eiiLrc i et a,, ci] 

quel que soit tp. 

Considérons i(a, ç) ; 



p. TAINLEVE, 

Dmbre a, assez voisin de l'unité pour quo, a étant 
I iïit 

|K(r7,9)-K(i,9)|<^ 






Q(?-H^P)-^(y) „ 



Admettons, pour un instant, qu'il existe un nombre a\ assez voisin de i 
pour que, a' et a" étant compris entre a\ et r, on ait, quel que soit ç, 

|Ji(a',o}-J,(«\9)|<Y). , 

Remarquons que la différence 0(cp -i- 4') — 9(ç) a le signe de 'j^; par suite, 
dans l'intégrale J,, tous les éléments sont positifs; Ja s'obtient en multi- 
pliant tous ces éléments par une quantité e de module inférieur h tj; par 
suit<', 

I X I étant inférieur à r^, et la différence 

J(a',9)-J(«",9)=.(;'((!)[J.{«',9)_J,(«'',cp)] + a'J,(a',9)-«M,(«",9) 

(|a'| et \a"\ sont inférieurs à yj). Soient M le module maximum de G'(0), 
quand 6 varie de o h 21:; m la valeur maxima de J|(a, <f). Si a' et a" sont 
comjn'is entre i et a\ , on a 

|J(«',9)-J(«%9)|<-/,(M + am). 

M est indépendant de §, m décroît avec S, par suite, avec ■/]. On peut donc 
choisir ■/] assez petit pour que 

■(i(M -h m) soit inférieur à -■ 

En définitive, il existe un nombre A assez voisin de 1 pour que, a' et a" 
étant compris entre i et A, on ait 

|R,(«',9)-U,(«%9)|<a, 

quel que soJt 9 (1 étant un nombre donné, aussi petit qu'on veut). 
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Mais ceci suppose l'existence du nombre a\ . Tout revient donc a démon- 
trer que Texpression 

' ' ,y_ g i-h a' — cacoaJj ^ ^ 

tend aniforracinent vers une limite le long de c, quand a tond vers i . 

Pour cela, considérons encore la fonction s, de z, dont nous venons de 
faille usage, et soit 3 — 9,(3,) la fonction inverse. Prenons un point M sur,?, 
et désignons par u + iV une fonction de z holomorptie dans le plan ; ii{t, y) 
prend sur s une suite continue de valeurs ^(0), 



x't, et y'it sont des fonctions continues de s qui ne s'annulent à la fois pour 
aucun point de s, et l'on peut toujours choisir u de telle sorte que -77- ne 
soit pas nul au point M. Par suite, dans un certain intervalle aMh de *■, 
le module de -7^ [ou de g'(^y} ^^^ supérieur à un nombre ja. Si l'on rem- 
place s en fonction de 3,, u-\- iv devient une fonction u, -+- iç, de z,, holo- 
morplie dans le cercle C, et g(Ji) une fonction continue de cp, ^, (9). 

Ceci posé, on voit, comme plus haut, qu'il existe un nombre â, assoz 
potiL pour que, \'^\ étant inférieur à S,, 

g,(o + d.) - ,n(9) = iHf H- ^) - ^J(?)] U"'(&) + Ej. 

I £ I étant inférieur à ï], quel que soit ç. [Dans g'{'i), désigne la valeur de 
qui correspond à 9.] Si S, est inférieur à â, on remplace S par S, dans le 
premier raisonnement, qui subsiste aforliorl. Sinon, on garde Z comme in- 
tervalle. Dans tous les cas (â représentant la même valeur ipe dans la pre- 
mière partie de ta démonstration), on a 

„Y,(,.„ ,-,) = " V,(», ,)= j;"""^^!iî-tiJj^ai|J,i„^,<,^, 

^ /,■(«,¥)+/■(«, 9}, 
Mais on peut trouver un nombre a, assez voisin de i pour que, a étant 
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compris eiiU'c a, et i, on ait 

aTrir,(a,9)^-(',(.,V)|<«. 

De même, il existe un nombre 6, tel que, a étant compris entre 6, et i , 
on ait 

]/f(«,9)-A(.,9)l <-fl. 

Il en résulte qu'on peut trouver un nombre A assez voisin de i pour que, 
a' et a" étant compris entre A et i , on ait 

l,/(«'. 9) -,/■(«", ?)l <4-i. 

Mais on voit, comme plus haut, que 

,/(«',9)-/(«",9)=o-'(9)[J,(«',9)-Js(«",9)] + P'J,(«',9)-P"J.(«%<?). 

( I ^' I et ] P" I étant inférieurs à •/]). 

Ne faisons varier ^ qu'entre les limites ç„ et ç, qui correspondent aux 
extrémités de l'arc a, M, b, (corrélatif de aMb). Dans cet intervalle, ]^'(9)j 
est supérieur à [a. L'égalité qui précède montre d'abord que J,(a, 9) ne 
croit pas au delà de toute limite quand a tend vers 1 , Sinon, a' restant fixe, 
a" tendant vers 1 , le second membre croîtrait indéfiniment. Soit donc v une 
limite supérieure des valeurs de J, (a, f) quand a prend toutes les valeurs 
de A à I (ç variant entre ^0 et ç,) : | 3 (a', f) — -1(0", 9) | est inférieur à 
~ — — , quel que soit ç entre ç, et ^,. Comme p: est indépendant de S, et 
que (' tend vers o avec S, et par suite avec ïj, on peut choisir ï] assez petit 

pour que —^ soit inférieur à a. Le raisonnement pouvant se répéter 

pour un arc aM6 quelconque, iiexiste un nombre d^ assez voisin de i pour 
que, a' et a" étant compris entre i et a\ , on ait, quel que soit o entre o 
et 'IV., 

|J,(«',9)-,l,(«',9)i<-M. 

En conséquence, la fonction Ii,(«, 9) tend vers une limite R,(i, 9) quand 
a tend vers i , et cela uniformément le long de c. D'après le lemme I du 
Chapitre II (de la première Partie), R, (i , <p) est fonction continue de ç ; la 
fonction R(^,y), et par suite P -f- iC^, prend donc sur s une suite continue 
de valeurs vérifiant la condition 



yGoosle 



SLTi LES LIGNES SINGULIÈRES DES FOKf.TlOXS AN1L\TIQUES. 101 

Déplus, P et Q ne s'annulent pas à la fois sur*; sinon li(^x,y), égale i'i 
— L \IP^ + Q- -I- Lp, deviendrait infime en un point du contour s. 
Posons 

Le long- de s, P,-+-/Q, est continue, et P,dx — Q,dy = o. De plus, 
P + (Q étant holomorphe dans S et ne s'annulant que pour z = o, 

(H(s) est holomorphe dans S]. Considérons l'intégrale 
f P,dx — Oi dv = U (^, 7) ; 

elle est indépendante du chemin suivi entre (x^,y^) et (x, y), pourvu que 
deux chemins différents ne comprennent pas l'origine. Elle est de la forme 

\u(x,y) étant régulière dans*]. D'après le lemme TU du Chapitre 11, si 
(a^ojjKu), et (3;,jk) sont deux points de s, et /un chemin quilcs joint .'i Tinté- 
rieur de s, les deux intégrales / P,dx — Q, c?>' prises, l'ime sur le chemin 
/, l'autre sur s, sont égales. Comme on a P , dx — Q, dy =^ o surs, U prend 
sur s une valeur constante. L'intégrale 1 P,dx — Q^,dy est donc nulle, et 

comme, d'autre part, elle est égale à — 21:^, on voit que ^ = o. Multiplions 
enfin P ■+- i,Q piir œ, \](x,y)est divisée par a, et prend la forme 

surs, \](x,y) est constante et égale à R,. Comparons cette fonction au 
logarithme népérien de |^(2)|î 9(2) étant une des fonctions qui repré- 
sentent d'une manière conforme l'espace S sur un cercle de centre O et rie 
rayon e"', et qui de plus s'annulent à l'origine. La différence 

L|o(.)|-U(.^,j) 

est une fonction U, (x,y), régulière dans S, satisfaisant à AU, — o, ets'an- 
nulant sur 5; elle est donc identiquement nulle. 
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(Jc ])oint élahii, on voil, comme dans le cas où s cbL analytique, que les 
courbes C ou U^R(R étant inférieur à R,) sont des courbes fermées, 
sans points communs, entourant l'origine, et normales en chacun de leurs 
points z à la droite z — a (s — a = P + iQ)'t ces courbes tendent vers s 
quand R tend vers R, . 

Il faut prouver de plus qu'elles sont convexes et iCont qu'un contact 
simple avec leurs tangentes. On démontre, ainsi que dans le premier cas, 
que, pour une courbe C[a: =/(9, R), y ;=;/,( 9, R)], 



</£2 _ / t)i; 



0-^p^. 



\Q. =arctang^ ^ arctang — ^,,etX(R,Q) = p^'^n I ^^^ Q' ^ ^°"^ 
des fonctions de a; et y (ou de 6 et X) continues dans S et sur s; X 
est plus grand que zéro dans l'aire S et surs; ^jâ est également positif 

en tout point de s. \\ suffit de prouver que l'expression ( — Q-j-, "^P^r:) 
tend vers -j^ j — ■ . - -■ ■ quand (x^y) tendvci'sun point (^, ïj) de s, -tt-)X|(6|) 
et 0, étant les valeurs de -^^i 7^et0 au point (^,V]) ; le raisonnement s'acliè- 
vera des lors comme précédemment. 



Envisageons donc l'expi 



■ression 



(-oS-f)- 



et cherchons directement s'il existe une fonction p + iq de z telle que 
ç P + jD Q tende vers la valeur -f-fA quand (ic, y) tend vers le point de s qui 
correspond à la valeur 6. Par hypothèse, F'(6) est continue et admet la pé- 
riode 2-:z; on sait qu'il en est de même de X, (9). Il existe donc une fonction 

W(ic, y) qui prend sur s la suite de valeurs yjÀ ' réguHère dans S et satis- 
faisant à l'équation AW — o; considérons la fonction de s, (V -I- i W, etsoit 
p ■+- iq = "H"^ — rry : la fonction p -+- iq répond à la condition énoncée. Cette 



y Google 



SUR LES LIGiSES SINGULIÈRES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. Io3 

fonction est holomorphe dans S, sauf au point s — o, qui est un pôle du pre- 
mier ordre ; 

(P étant holomorphe dans S), a -h (j3 est la valeur de «■ -i- i'W pour 
3 = o, et contient une constante réelle arbitraire {w = w, -+- C), que Ton 
détermine par la condition que w soit nul pour z =. o. Alors 

Soit 

<^(^,y)— — j pdx — q dy. 

D'après le lemme III du Chapitre II, si (x'(,,/„) et (x^y') sont deux points 
de s, 



M{a:,y)=j pda^ -'-/(ly, 



l'intégrale étant prise le lonj^; de s. 
Mais, le long' de s, 

p d.x -h q df :- F' (9) de : 
donc 

c.(^',7):--.F[e)-hO. 

D'auti'e part, (i)(x,y) est de la forme ^0 4- k\ (x,y), la fonction k, étant 
régulière dans S. Quand 6 varie de 2.-K, F(0) augmente do 211, par suite 
j3 = I . Ceci posé, faisons C = o, et comparons les deux fonctions co et ti de 
x,y. La différence D(ar, y) — (ii{x,y) — ù(x,y) est uniforme et régulière 
dans S où elle satisfait à l'équation AD =^ o; elle s'annule sur le contour s. 

dg . 
df- 
une courbe C tend bien vers F'(ô) quand C tend vers s. 

L'existence de la fonction P -f- iQ est donc établie en toute rigueur pour 
toute courbe s pour laquelle -j^ est continue, et qui n'a en cbaquc point 
qu'un contact simple avec sa tangente (' ). 



(') Il résulte de ce qui précède que, pour toute courbe s vérifiant les conditions précé- 
dentes, la fonction js, = <f(z) qui représente S sur C admet une dérivée f'(s) qui prend sur 



-.yt) relativi 
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Cas où la courbe s présente des points singuliers. — Si la courbe s pré- 
sente des points A; où les dérivées premières ou secondes àa x gI y sont 
discontinues (sans devenir infinies ou indéterminées), par exemple si s pré- 
sente des points anguleux, le développement en série de polynômes est 



ï une suite continue de raleuis o'(s') et jouit, par suite, des propriétés énoncées au 
iemme III du Chapitre II ; quand z lend vers un point z' de s, à l'intérieur de s ou sur s, 

ç'(a') = lim '' ^ ■\ — i; quand -j=j existe et est continue, (o°(a) existe aussi sur*. Ou 

déduit de là plusieurs conséquences ; tout d'abord, soit un segment de courbe AB qui jouit 

de la propriété énoncée / —jj^ est continue ); si une fonction/(s) prend sur AB des valeurs 

5£l. /'i-s1nr^n^r//i- AR/*.!,T«/p»rr £5il — . A l'aide 



fi(l) admettant une dérivée continue -^-i f {z) prend sur kh les valeurs - 

dï 
de la représentation conforme, on ramène ce cas général au cas où AB est un cercle do 
rayon i, dans lequel /(s) est holomorphc. Soit/(3)--= U -i- (Vi/.ftf ) = ij(ç)+ (i'(u): si 

-^ existe sur s, on doit avoir 

dU . _ dU __ 

dx ^""^ ày '="*'? ^ "'■'?'' 

àx^""^ dy'^°^° ''^'^'' 

Il csistc une fonction \li{x,y) régulière dans C, satisfaisant à iUi — o et prenant sur C les 
valeurs — «'(iJ). Posons 

— Us étant la fonction conjuguée de Ut, dont on détermine la constante, en sorte que 
Us -H j'Ui s'annule pour ^ = o, ce qui est possible, car Ut (3^,^) = o pour z= a, puisque 



/ i('(o)rftp = o. Pour une valeur convenable de la constante, 1 Y' dx ^ Q^dy prend 





dV . dV dU .dU V^+iV, 
dy dx~ dj- liy ~ z 


V3 étant continu 


dU . dU „ 
e sur c. Donc-T i -^ ou /'U) est cont nue si 

.\ une fonction y{.r,y) et sa dérivée ^^ ou ~ 


montré. 

Ajoutons que ■ 
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encore possible, pourvu qu'à chaque point A,- corresponde un chemin mA, 
dans S, le long duquel / ^^-^ »fstendeversunelimite(a; désignant un point 
de S). Nous verrons en effet plus loin que la fonction F(x) peut se décom- 
poser alors en une somme de fonctions, holomorphes respectivement à l'ex- 
térieur de lignes A, Ao, A^Aj, I^a première se développera en séries 

de polynômes à l'intérieur d'une courbe convexe ordinaire A.AsMA, en- 
tourant S, et ainsi des autres. 

11 suffit même qu'il existe une série de polynômes /(s), convergente dans 
S, et telle que la différence F(z) — /(z) réponde à la condition énoncée. 
Ceci est toujours possible quand la fonction F admet les A,, Aj, .,., A„ 
comme points singuliers isolés. Plus généralement, nous indiquerons dans 
le Chapitre II d'autres cas où l'on peut décomposer la coupure s en cou- 
pures partielles A, Aj, 

Si, en plusieurs points A,, A^, . . ., A„, la courbe a un contact d'ordre 
supérieur avec sa tangente, F(z) étant continue sur s aux environs de ces 
points, on décompose l'intégrale en deux parties / et / , u désignant un 

fragment de s qui comprend tous les points A„, et qu'on peut prendre auswi 
petit qu'on veut; en faisant tendre t vers o, on voit que le développement 
subsiste. 

Au cas contraire (et ceci s'applique aussi bien quand s n'est pas convexe), 
s'il existe un point a tel qu'en posant s, = — ■■■ la fonction F, (x, ) = F(x) 
soit holomorphe dans l'aire S| convexe, et dont le contour s, n'a pas do 
singularité, F(a;) se met sous la forme 2 P„( ^3—] ■ Le point a cxisti; 
toujours, quand il n'y a sur s que deux points A,, Aj. 

Lorsque s est une courbe quelconque, on peut toujours la décomposer on 
parties A, A^ assez petites, soit pour que les tangentes en chaque point M 



leurs V,{/), V',(0. admettar 
dérivées partielles. 



• AB des ' 



V(^) ayant une dérivée première continue, la fonction conjuguée est continue sur AB. Si, 

le long du même arc AB, V(a', j') prend des valeurs Yiil) admettant une dérivée seconde, 

dV dV 

-j— et --r- sont continues sur AB. Ces propositions sont utiles dans l'intégration de l'équation 

à deux variables AV = o. 

p. 14 
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du A, A^ soient ordinaires et extérieures à S, soit pour que les cercles tan- 
gents à s en chaque point M et passant par un certain point a (extérieur 
à S) soient extérieurs à S. Si l'on peut choisir les points A^Aj, ..., en 
sorte qu'à chacun d'eux corresponde un chemin A, m,, A, m.,, . , ., sur lequel 
/ —^ — dz tende vers une Umite, la fonction F(x) se développe dans S sous 
la forme (4). 

Discussion du développemenl ("i). — La possibilité du développement 
(2) s'étabHt comme celle du développement (3), avec quelques simplifi- 
cations . 

Soit .î un contour fermé quelconque (sans ang;le rentrant) tel que, pour 
chaque point de s, -n^ existe et soit continu. Le contour peut offrir des 
tangentes d'inflexion. On établit qu'il existe une fonction P -H i'Q, holo- 
morphe dans S et continue sur s, telle que le long de ,î 

On peut toujours la multiplier par un nombre réel K assez petit en valeur ab- 
solue pour quelescercles ayant «pour centre etpassantpar s (z^a=P+ i'Q) 
soient extérieurs à la courbe C passant par s (s étant voisin de s). On en 

conclut que l'intégrale / ~ — ~ S«+i ^^ ^^^ indépendante de C quand C 

tend vers s ; ce qui montre que le développement, trouvé pour C, converge 
dans S. 

Si s présente des points singuliers A,, A^, ..., le développement est encore 
possible, pourvu que la coupure s puisse se décomposer en coupures par- 
tielles, A, Aj, 

Le cas où S est l'espace extérieur à une ligue non fermée se ramène aux 
précédents à l'aide de la transformation 



», = «+-^ + v'(.-»)(«.-»). 

Les développements dans une aire limitée par des arcs de cercle s ou ex- 
térieure à un contour rectiligne sont des cas particuliers des développements 
(2), (3) et (4). Ils s'appliquent à toute fonction discontinue sur .?, mais 
remplissant aux points anguleux les conditions indiquées. 

5. Calcul des coefficients du développement (Z). — Revenons au cas 
d'une aire convexe régulière S. Nous avons démontré qu'à toute courbe.? 
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correspond une fonction 

hoioraorphc dims S, s'annulant pour s = o, et telle que 

La fonction z -f- -^ n'a dans s qu'un zéro simple, s = o; s est une courbe 
quelconque entourant l'origine et intérieure à 5. Chaque terme du second 
membre a une valeur indépendante de a-, valeur qui, pour le terme de rang 
n, n'est autre chose que le résidu relatif au pôle s = o de l'expression 

(,^ + 4.)"F(a) 
Posons 

(a^est réel et positif, comme nous l'avons vu). 
D'après une formule connue, le résidu est égal à 



.^lS'^^- 



Ceci montre que P„(x') s'exprime en fonction des valeurs pour ;; = o des /( 
premières dérivées dey(s)et deF(s).Si donc on connaît la fonction/(3), les 
coefficients pourront se calculer non plus à l'aide d'intégrales définies, jnais 
en fond ion de F (o), F'(o), ...,F„(o). 

Mettons ces dérivées en évidence dans l'expression de l-*,(.Z') : 






Soient 
On a 

L'expression 
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est indépendante de F 

/„\ y _ y j^- -■( /' -? + 



2^^'"t^^?:V^^^-'°)"'-<""^^)=^'"- 



La quanlité u"^ est la valeur pour r = o de T^lu", 

C'est donc un polynôme en x de degré /;, delà forme af'''^(b -+- xB) et dont 
les coefficients s'expriment en fonction de «(o), u'(o), .. ., Ug(o), par suite 
en fonction de g(o), g'(o), ■■■, gg(o). Posons 

u{3) — gj; + z — 3g = ba-h b,:; -i- . . .-t- b„s" -i- . . . 



Ceci posé, élevons « à la puissance n et cherchons le coefficient lî^ de z''. 
D'après une formule connue, 



"'=" 2 iTuSlTTa !''•"' 



Les «0, a,', ..., «^ sont dos nombres entiers positifs vérifiant les deux 
égalités 



11 en résulte que 

Telle est l'expression directe des polynômes P„(x) en fonction dos con- 
stantes g-^, g-;, ..., g„(o). 

On peut aussi exprimer les uj, en fonction des polynômes d'indices infé- 
rieurs, en partant des identités 

(/-{=- D^;i<:i = (/. ^i- OULo«;., «'. 
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OU encore 



<:i = Dn"""= 2 



(/>+i)...(^-^-Ha) ^ 
'■^■■■? 



Réciproque du théorème précédent. — Soit une fonction arbitraire 
'^(^) ayant un zéro simple au point s = a qu'on peut toujours supposer 
être l'origine. Posons ^ + 4'(-s) — A(2) =P -f- i'Q, et voyons à quelles 
conditions les courbes C qui satisfont à l'équation P t/a; + Q 4/ = o sont 
fermées et convexes dans le voisinage de l'origine. Nous avons dit que, si 

U 4- Vi désigne l'intégrale / irrr-,' ^'^^ courbes satisfont à l'équaLiou 

U = R, Comme 

Si les courbes C sont fermées, ^ est nul. D'autre part, on peut toujours 
supposer a égal à i, et 

Posons 

(G + (G, est bûlomorplie dans le voisinage de l'origine). Comme 

k{z} <p(s)' 

la fonction 9(3) est holomorphe dans toute aire S ne renfermant ni point 
singulier, ni zéro de k(s) (en dehors du point s = o), et sa dérivée ^'(s) 
ne s'annule pas dans S. Par suite, la fonction inverse 5 — ^, (s,) est holo- 
morphe dans l'aire S, correspondant à S; S comprenant le point O, S, com- 
prend le point O I , et l'on peut touj ours décrire un cercle de centre O , c t in- 
térieur à S, ; la courbe correspondante est une courbe fermée, entourant 
l'origine O et vérifiant l'équation U == R. Quand R a une valeur négative 
très gi'ande, la courbe C se réduit sensiblement au point O ; quand R croît, 
on obtient une famille de courbes qui ne se coupent pas et qui se ferment 
autour de l'origine, tant que R n'atteint pas une certaine valeur limite p. 
Ces courbes sont-elles convexes? Nous avons dit qu'en un point do ces 
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ii'bes (Q étant l'angle de la normale avec Ox) 
dii œ-+ y^ 



Il faut que -rs ne devienne ni nul, ni infini. 
Considérons donc les deux courbes 
P^ + Qr 



p:.- 



/ = I -I- Cx + DjK, C et D étant réguliers près de l'origine ] 



sidérons aussi les points singuliers de P + i'Q (qui sont ceux de P^) ; soit 
R' la plus petite valeur de R pour laquelle la branche de courbe U = R qui 
se ferme autour de O rencontre un de ces points ou une de ces courbes (R' 
est au plus égal à p). Pour toute valeur de R inférieure à R', la courbe C 
est fermée et convexe, et l'on peut trouver un nombre K assez grand pour 
que le cercle passant par z et ayant pour centre a^ z^}Lh{z') com- 
prenne à son intérieur la courbe C (s étant un point de C). Si l'on se 
donne a priori A, (s) =r Kk(z) (K est réel et plus grand que i), on voit 
bien aisément que cette condition est réalisée pour les courbes C voisines 
de l'origine (qui correspondent à des valeurs de R inférieures à un certain 
maximum R,). 

En résumé, soit h,(z) une fonction de la forme Ks[i -h zA(z)], où K 
est réel et supérieur à l'unité et A une fonction holumorplie près de l'ori- 
gine ; la série 

est corn>ergente dans une certaine courheU = R,, st F(3) cstholomoi'pbe 
dans cette courbe 

inon, elle converge dans la première des courbes U = R qui rencontre 
une discontinuité de F(s). La somme de cette série est F(x). De plus, on 
peut disposer do K, en sorte que R, soit égal à un nombre quelconque infé- 
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rieur à R' ( R' étant la valeur à partir de laquelle les courbes U = R ccsscii L 
d'être fermées, convexes ou régulières autour de rorig;ine). 

Applications. ~ Pour ^, (s) = Ks, les courbes G sont des cercles ayant 
pour centre l'origine ; elles sont fermées convexes et sans inflexion, quel que 
soit R; on voit immédiatement que c'est la seule fonction h,(z) qui 
jouisse de cette propriété. 

Quand h, (s) = Ks(i + az), les courbes C sont des cercles ayant mcmc 

axe radical (à savoir la droite perpendiculaire au segment OA, en son 

milieu; A, a pour affixe KetR'=^ — L|a|. 

Si h,(z):= K.z(i ■+- az^), les courbes C sont des quartiques bicirculaires 
qu'on peut définir par la relation géométrique p^ = Cp'p" (p, p', p" étant les 
distances d'un point M de la courbe aux points O, A, A'; A et A' ont pour 
affixes — - et -H - )■ En prenant h, (z')=K.s\/i — c^z^ , on obtient pour 
les courbes C des quartiques bicirculaires, inverses, par rapport à leur centre 
O, de coniques homofocales dont les foyers sont ±: c (c est réel). Dans ce 
cas R' =t^ L — ^—=; en changeant a? en -j on obtient une forme de dévelop- 
pement pour l'aire S earteWe«re à une ellipse ajanl 'poar Soyer dzcctdont 
l'excentricité est inférieure à --^ ■ 

Plus généralement, soit j— -^ = - + - ^ ' a + ■ ■ ■ ■^" ^TT/' '^■■' Pî ■ ■ ■ > ^ 
étant réels; les courbes C sont définies par la propriété pp". . .p^= const, ; 
p, pi,...,p„ sont les distances OM,AM, ..., LM de M aux points O, g, 6, ..., /. 
Si a = I et si p = . . . ^ X = o, ces courbes sont des ovales de Cassini. 

Sans m'étendre davantage sur ces exemples, j'ajoute seulement que les 
polynômes Pn(s) se rencontrent dans une série assez analogue à celle de 
Lagrange, et qui peut s'en déduire. 

L'équation z = a.x -h (i — ci.)zf{z) a une racine 'Q qui tend vers zéro 
avec a. Appliquons la première forme de la série de Lagrange à l'équa- 
tion 

en faisant 
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On sait que, dans un certain champ, 

En parliculJer, pour a = o, l'équation (i) devient 

et le premier membre du développement prend la forme 



G'(0^(i+/)=-«[(i+/)(/+C/')-/'(^ + ï/)]-i+(i-«)(/ + ï/')' 
en tenant compte de (2), Par suite, 

(Pour K = I, (^ = 37.) D'après la condition connue, cette série converge 
pour a = I , si ic reste intérieur à une courbe fermée comprenant l'origine 
et telle que, tout le long du contour, — t"^ soit inférieur à i. La condition 
peut s'écrire 

|îT+j<' [+ = =/(-)]■ 

Si donc il existe une aire S telle que, x étant un point intérieur quel- 
conque et s un point du contour s, le module de ^ ~^ t, .-. soit plus petit 
que l'unité, !EP„(a;) converge dans cette aire et représente F(x). Ceci 
résulte également du tbéorème établi précédemment. Mais inversement, 
pour démontrer ce théorème en partant de la série de Lagrange, il faudrait 
prouver qu'à un contour convexe donné s correspond une fonction '\'(z) 
vérifiant la condition énoncée. Or la recherche de 'j'(s) revient précisément 
à celle de la fonction désignée par P + i'Q ; c'est cette recherche qui con- 
stitue d'ailleurs la seule difficulté de la première démonstration. 

6. Développement en séries des fonctions \ (x, y, z) satisfaisant à 
l'équation AV =. o et régulières dans un espace quelconque. — A chaque 
forme de développement indiquée plus haut, correspond une forme eorré- 
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laLîve de développement pour les fonctions V(a;, y) de deux variables qui 
satisfont à l'équation AV = o. Si l'on envisage les fonctions de trois va- 
riables qui satisfont à la même équation, le premier développement, basé 
sur la représentation conforme, ne comporte pas d'extension naturelle. 
Mais les développements (2), (3) et (4) se généralisent sans difficullé. 
Soient, en premier lieu, une surface fermée quelconque s, sans angle ren- 
trant ; a, [3, Y un de ses points (a, p, y sont fonctions de deux paramètres 
et t). On peut en chaque point a, jî, y construire une sphère de centre 
a, b, c, tangente à s et extérieure à cette surface. Soit, d'autre part, 
F(x, y, z) une fonction qui satisfait à AF = o, régulière dans le volume S 
et continue ainsi que ses dérivées premières f ou ainsi que -r- ) sur s : 



F(,., ,-,,) = -: \7.5:7-77,7l'7*. 



a/A:: 



a, b, c, X, \j.j V sont fonctions continues de a, ^, y, par suite do t et 0, sauf 
pour les lignes singulières de s. On peut écrire 

2xF(^,/, z)=lj' J\U{œ - a, j~h, = - c)da, 

en réunissant V_(„+,| et V^,,. Soit a la surface lieu des centres «,&,(;; on 
peut construire une surface s' formée de fragments de sphères extérieurs 
à s, tournant vers s leur convexité et intérieurs à <7. Soient A, B, C,, . . . , 
A^B^G;^ les centres de ces sphères; la fonction 

se met dans s' sous la forme 

""p. i5 
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Après l'inLcgration, ia fonction F(x, y, z) est représentée par la série 

<P„ étant une expression de la forme (a). 

Les remarques faites dans le pian s'appliquent ici : la série converge ab- 
solument et uniformément dans tout volume S, intérieur à S, et sa conver- 
gence est cle l'ordre des progressions géométriques. Les dérivées de 
F(_x,y, z) s'obtiennent en dérivant les termes de (2), ce qui conduit à des 
séries de même forme. Les termes de (2) sont nuls identiquement dans l'es- 
pace 2 extérieur aux sphères S,, S^, . . ., S^ et qui ne contient pas S; la 
série (2) converge donc et est égale à o sans S. De là le moyen de former 
une série de la forme (2) représentant dans deux espaces quelconques deux 
fonctions V(ic, y, z) distinctes. 

Le développement (2) est possible d'une infinité de manières : chaque 
terme ^n(^> y» -^) étant donné, on peut lui ajouter une série dont la 
somme est nulle; de plus on peut ajouter, terme à terme, à la série (2) elle- 
même des séries de même forme dont la somme est nulle dans s'. 

Les y p{x — A^, y — B*, z — C;,) sont des combinaisons linéaires des 

dérivées ^i^™^* de -f On peut remplacer - par ip (a; — A^, y — B^, s — Cji) ; 

'•K^'T"' '^) '^^'- ^'^^ fonction qui satisfait à A-]^ = o, admet l'origine pour 
pôle du premier ordre, le résidu étant égal à i, et ses autres points singu- 
liers (a,, 6,, C|), ... sont tels que le point (^x + a,), {y + &,), (s -l- c,) 
est extérieur à s' (si x, y, z est compris dans s') ainsi qu'aux sphères 
(A^, B^, Cs), Les coefficients sont indépendants de la forme de \. On peut 
déduire de là, pour un espace quelconque, des remarques identiques à 
celles de M. Appell sur les espaces dont la surface est formée de fragments 
de sphères. 

Si l'on considère !c premier terme de (2) 

<>- 
>if,{x,y,z) = '^}. 4- lï +.. .+ ^ +a; -^ +..., 

on voit, comme pour le plan, que la somme a, ~i- «3 + . . . + a^ est nulle. 
Quand l'espace S est extérieur à la surface s, rien n'est changé dans le rai- 
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soiïiiemcnt précédent; mais, dans ce cas, 



^m--'- 



A est le résidu de la surface-coupure s. 

Les développements (3) et (5) s'étendcut de la même anariicre. Il sulIiL 
d'entourer la surface convexe s de sphères ^ qui lui soient lang'enles en 
chaque point, et l'on voit que 

F(-^> .r> ^) = ^ S//"^"^^ -«^r-b,^- c)ds, 

V„ étant un polynôme de de^é n eu x,y, z, qui salisfalL à ré(juation 

J[ en résulte que 

(3) F(^,j,,-}^2P„C^,j', ^), 

P„(:c,j>'-, s) étant un polynôme de degrés en x,y,z, qui satisfait à l'équation 
APn = o. Il suffît, pour que le théorème soit exact, que F(a;, y, s) soit con- 
tinue surs; car, en appliquante la surface S la méthode de C. Neuman, 
on met la fonction V sous la forme 



^//« 



(j étant une certaine fonction continue de / et de 0. En raisonnant sur celte 
intégrale comme dans le premier cas, on voit que la fonction F(x,y,3), 
continue sur s et régulière, dans S, peut se développer, dans ce volume, 
en une série de polynômes P„, satisfaisant à l'équation iP„ = o. 

Discussion. — On démontre (comme dans le cas du plan) que, si 
(rt — s^) ne s'annule en aucun point de s, on peut trouver un rayon R 
assez grand pour que toutes les sphères tangentes à * et de rayon r com- 
prennent S à leiir intérieur. Si {rt — s^) s'annule en des points ou sur des 
lignes de s, le théorème subsiste, car il suffit de décomposer l'intégrale en 
deux parties, dont l'une, relative aux parties singulières de la surface, peut 
être prise aussi petite qu'on veut. Quand (rt — s^) s'annule sur une portion 
finie de s (s comprend un fragment de surface développable), il faut avoir 
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recours à la remarque suivante : Soit l'espace S intérieur (ou ex-térieur) à 
une surface fermée quelconque s. S'il existe, en dehors de S, un point 
(A, B, C), tel que, en le prenant pour pôle d'inversion, S devienne l'espace 
intérieur à une surface convexe, la fonction F(x,y, z) régulière dans S se 
met sous la forme 



-,.)^/.^2p4^ 



7-B 



x._A)'+(7~H)^+(=-"C)=' (^-Af- 

P), est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre /; et d'ordre infcrirnr 
de , l 



v/(^" - A)^+ (/ - B")= + (^ - cy- '■ 

Ce point (A, B, C) existe aux conditions suivantes : soient M et iX les 
deux centres de courbure des sections principales de la surface au point 
P(a, p, y), MF le plus grand rayon. Si, au point P, la surface s est à cour- 
bure positive, nous construisons la sphère 2' dont le rayon est MP, quand 
■s tourne sa concavité vers S ; autrement, nous contruisons la sphère 2" dont 
le rayon est NP. Si, au point P, la courbure de s est négative, nous con- 
struisons la sphère 2" qui passe par P et qui a pour centre celui des deux 
points M, N qui est, par rapport à s, du côté opposé à S. Il faut et il suffit, 
pour que (A, B, G) existe, qu'il y ait, en dehors de S, une portion d'es- 
pace S, extérieure à toutes les sphères 2' et intérieure à toutes les sphères 
2". Ces sphères se réduisent à des plans aux points où (rt — s'^) est nul. 
Quand {ri — s^) est toujours positif ou nul, il faut et il suffît (si l'on dé- 
signe par P l'espace situé, par rapport à un plan tangent en un point de s, 
du côté opposé à S) que tous les espaces P relatifs aux points où (rt — s^) 
s'annule aient une partie commune. 

Quand le point (A, B, C) n'existe pas, on peut toujours décomposer .y (si 
S ne présente pas d'angle rentrant) en parties s, , s^, , , . , Sj,, assez petites 
pour qu'il y ait, en dehors de S, des points M,-, tels que toutes les sphères 
qui passent par Mj et sont tangentes à s,- en chaque point soient extérieures 
à S. En décomposant l'intégrale qui représente F(x,y,z) en plusieurs 
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autres relatives respectivement à s,, Sj, . . ,, 5,,, on voit que 



-)=*-i:[^^K^-^'^h 



-B/, . 



^r 



,/,+2r''r'{.*.r.^) + ---+i'^"'(^,r.^) 



est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre n et d'ordre inférieur 



do — =: - - — -— ■ A,-, B;, C, désignant les coordon- 

nées de M,- . 

Les séries (3) et (4) convergent absolument et uniformément dans tout 
espace 2 intérieur à S. Les dérivées de F s'obtiennent en dérivant les 
termes des séries (3) et (4), ce qui conduit à des séries de même forme. 
Dans le développement (3) en particulier, si 

Les développements (3) et (4) sont possibles d'une infinité de manières. 
On peut se donner arbitrairement les n premiers termes ou assujettir les 
polynômes P„ à ne pas contenir, au delà du j»i«™«, de termes de degré infé- 
rieur à p. On peut faire en sorte, par exemple, que les termes en —■, 
— 1 . ■ -, — figurent seulement dans le premier terme du développement (4). 
Si S est l'espace extérieur à une surface, le résidu de cette coupure est alo]'s 
égal à a, + «2 + ...+ «*, les lettres a,, a^, ..., % désignant les coefficients 
respectifs àe— ,—■,■■■, —• 

Quand F(a7,y, s) n'est pas continue sur «, la convergence des séries (2), 
(3) et (4) ne s'établit que dans des cas particuliers. 
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CHAPITRE IL 



l . Soit F(3) uue fonction uniforme d<: s qui ne présente dans le plan des 
: qu'un nombre fini de singularités L,, L^, ..., L„ (coupures, espaces la- 
cunaires, points essentiels ou pôles) : L,, L^, .,,, L„ n'ont pas de points 
communs. Cette fonction peut se mettre sous la forme d'une somme de 
n fonctions n'admettant chacune dans le plan qu'une singularité. 

Il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement employé par M. Bour- 
guel dans le cas des points singuliers. On trace n contours s,, «a, ..., s,„ 
comprenant chacun à son intérieur une des singularités et une seule : quand 
la ligne L,- est fermée et n'enclôt pas un espace lacunaire, le contour *,- est 
multiple. La fonction F(3) (qu'on suppose régulière à l'infini) est holo- 
morphe dans l'aire S extérieure aux contours s, et intérieure à un cercle G de 
centre O et de rayon assez grand pour enfermer toutes les coupures L,-, Si 
X désigne un point de S, s le contour de cette aire, on a 

La première intégrale est une constante iiv.h\ l'intégrale / __ ■ __ 

définit une fonction de x holomorphe à l'extérieur de L,-, car on peut prendre 
Si aussi voisin de L qu'on veut sans changer la valeur de l'intégrale pour 
les points x extérieurs à s,- : F(a;) se met donc sous la forme 

F(^):^/<+/,{^)+/,(^)^-.., + /„(^), 

(?liacune des fonctions/, , y^, ...■, fn n'admettant qu'une des singularités L,, 
L„ ..., L„. 

Le cas où F(a;) n'est pas holomorphe à l'infini se ramène au précédent, 
en posant z = _ ; F(a7) est alors une somme de n fonctions dont l'une 
a, pour lignes singuhères, plusieurs lignes L' ayant des points à l'infini. 

Le long de ^, l'intégrale / Y{z')dz est nulle : si donc on appelle résidu 

de L,- la valeur de l'intégrale -^ f F(3) dz, on voit que la somme des ré- 
sidus de F(x) dans le plan est nulle. Quand la fonction F(x') es t holomorphe 
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à l'infini, le résidu du point s ^ ce est le coefficient de -, changé de signe, 
dans le développement de F(x) à l'extérieur d'un cercle de rayon suffisam- 
ment grand. Si le point s = co est un point singulier de F(x), le résidu re- 
latif à la coupure L' est la valeur de l'intégrale -^ / F(s)(/3 prise, dans le 
sens inverse, le long d'un contour fermé entourant toutes les singularités, 
sauf L'. 

Ce qui précède s'applique à la fonction -pj— r; quand F{j!:) n'a, dans le 
plan, qu'un nombre fini de zéros ou de singularités, on en conclut, en inté- 
grant et en passant du logarithme à la fonction, que F(x) peut se déve- 
lopper ainsi 



ftj/'ii ■ ■ -f fn n'ayant respectivement qu'une singularité L,, L^, . . ., L^, Si 
l'on appelle ordre de la coupure L,- l'intégrale ~ j ■ r.î. T- ' ^«^ somme des 
ordres de F(a7) est nulle dans le plan. 

Remarque. — Il est possible, dans bien des cas, de dccompo-ier une sin- 
gularité formée d'une ligne continue en plusieurs ordres, grâce à l'observa- 
tion suivante : 

Soit L une coupure non fermée de F(ie); A et B sont ses extrémités, C 
un point de AB. Posons 

(tr désignant un contour fermé ne contenant t|ue la coupure L). S'il existe 
un chemin l, traversant AB au point C, et sur lequel | F(a;) | ne croisse pas 
indéfiniment, on peut décomposer y( a;) en une somme de deux fonctions, 
qui n'admettent respectivement comme coupure que AC et CB. En effet, l 
rencontre n aux points M et N et décompose <7 en deux parties a, et a-j, for- 
mant avec l deux contours fermés c, -f- MN et cja -l- NM, qui contiennent le 
premier AC, le second lîC. On peut écrire 



/(^) 



=f .J^^f ^^=M-^^f^^-^-' 



y, (x) est définie pour toute valeur de x extérieure à AC, car on peut tou- 
jours tracer un contour tr', laissant à l'extérieur le point x et entourant AB : 
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ce contour rencontre le chemin l aux points M', N', et l'on ii 

car F(it:) est holomorphe à l'intérieur du contour formé par a,, c',, MM' et 
NN'. De même, f^ix) est holomoi-phe à l'extérieur de BC. Il suffit, pour 
que la remarque s'applique, qu'il existe un chemin l, tel que, s cLs, leiidant 
vers C sur / de part et d'autre de L et suivant une certaine loi, 

tende vers une limite ç(a^)- Il suffit même qu'on puisse trouver deux fonc- 
tions g, (x), gi (x) n'ayant respectivement pour coupures que AG et GB, 
telles que F, (a?) = F(a^) + ffi(^) + ^^i^) vérifie la condition précédente. 

Quand la coupure L est une ligne fermée ne limitant pas un espace lacu- 
naire, si cette condition est remplie pour deux points C et D de L, on peut 
la décomposer en deux coupures CED, GFD. 

Quand L limite un espace lacunaire 2, si, pour deux points C et D de 
L, il existe deux chemins l et /' sur lesquels | F(x') ] ne croisse pas indéfini- 
ment quand z tend vers C sur l, et vers D sur /', à l'extérieur de 2, la cou- 
pure peut se décomposer en deux parties CED, CFD. Il suffit môme que, s 
et s' tendant simultanément vers C et D sur l et l' (suivant une certaine loi), 
J — ^^ T^ tende vers une nmite '^{x). 

Dans tous les cas, cette condition n'étant pas remplie, on peut tracer un 
chemin arbitraire MN rencontrant la coupure L (qu'on suppose ouverte) 
au point C, et définir/, (x) et f^ix) de la manière suivante 



^,.,=Xî 



[^)d^ 



o-, étant un contour qui passe par M et N, sans rencontrer le chemin Mi\ en 
d'autres points, et qui entoure AG en laissant x à son extérieur. De même, 

ffa entoure BC; /, et /^ admettent respectivement les coupures AG et 
BG, et la coupure commune MN, qu'on peut prendre aussi petite qu'on 
veut. En appliquant le même raisonnement à l'extrémité A de AB, 
on voit que /,{x) est la somme de deux fonctions /[ et f[ ayant 
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comme coupures la première une ligne MCAM, , la seconde une ligne 
NCAM, M, est un point arbitraire qui, parfois, peut se confondre avec A, 
notamment si / — £_ ne croît pas indéfiniment quand z tend vers A . 

Quand la coupure L est une ligne fermée, on peut décomposer fi^x') en 
une somme de deux fonctions/, (a:), /^ (a;) ayant respectivement pour cou- 
pures les lignes CED, CFD, et les deux coupures artificielles communes 
MCN, M,DN,. Si l'on remarque que f^ix) et /^{x) deviennent infinies 
aux points M, N, M,, N, comme log(a;) pour œ = o, il est clair qu'on peut 
décomposer /, (x), par exemple, en quatre fonctions ayant respectivement 
pour coupures MCDM,, MN, M, N,, M, CDN,. La conclusion est analogue 
si L limite un espace lacunaire. On peut, en définitive, décomposer, dans 
tous les cas, la fonction F(.-r) en une somme de fonctions dont chacune est 
holomorphe dans l'aire extérieure à un contour fermé ou à une U^ne 
non fermée ne se coupant pas. 

Quand L est décomposée en deux coupures L', L", le résidu de ¥{x) re- 
latif à L' estégalàla valeur de l'intégrale ~ j f,(z')dz, f,(x) n'admettant 

que la coupure L' qu'entoure a. Ces résidus jouissent des propriétés ordi- 
naires. Si plusieurs coupures L' ont des points à l'infini, la fonction /(-) 
qui a pour coupure L' est la somme de plusieurs fonctions dont cUacune 
admet pour coupure une des lignes L' et une certaine ligne L, arbitraire, 
ayant un point à l'infini, et qui disparaît dans certains cas. 

Les mêmes remarques s'appliquent à la fonction .. et, par suite, à I<i 
décomposition en produit. 

2. La fonction F(x) étant ramenée à une somme de fonctions plus sim- 
ples, on peut chercher à développer ces fonctions à l'aide des séries étu- 
diées plus haut. 

Il est facile de décomposer dans tous les cas F(x-) en une somme de fonc- 
tions "^^-/(x), auxquelles le développement (i) s'applique, puisque cetu- 

forme de développement convient pour toute fonction /{a?) holomorphe à 

l'extérieur d'une ligne (fermée on non) qui ne se coupe pas. La fonction 

P. i6 



yGoosle 



122 P. PAINLEVE. 

F(x) est alors de la forino 

La somme ^ A^ est nulle, car A^ csl le résidu relatif à chaque coupure L^. 

Les développements (2), (3), (4) peuvent ne pas s'appliquer aux fonc- 
tions 9,(a;); nous avons indiqué dans quels cas au Chapitre précédent. On 
tâche alors de décomposer les fonctions exceptionnelles cpy(ar)enunesommc 
de fonctions pour lesquelles ces développements conviennent. Mais la chose 
n'est pas réalisable nécessairement. Ces cas écartés, la fonction F(x) peut 
se mettre sous la forme d'une somme de p séries (2), (3) ou (4)- Nous 
avons indiqué les valeurs des résidus en fonction des coefficients de ces sé- 
ries : la somme de ces valeurs est nulle. 

Ces développements fournissent autant de formes de décomposition e]i 
produit de F(x) : par exemple, la forme (i) donne 

¥{.^) = C(,c - a)^.{j, - by. . . . (^ - l)Jl[M.v) - a,y.A^^l 

La somme ^a^ •+- 2^, est nulle, 

3. Supposons maintenant que ¥(x) admette dans le plan une infinité de 
sing^ularilés L,, L^, . . ., L„, . .., sans points communs. Chacune d'elles, L, 
suite ou non d'autres singularités, peut toujours être entourée d'une cer- 
taine aire S à double contour, à l'intérieur de laquelle F(a;) est holomorphe : 
P(x) peut se développer dans S à l'aide des séries ci-dessus, ou bien 
encore, en se rappelant que l'aire S admet la représentation conforme sur 
une couronne limitée par deux cei'cles concentriques, on met F(a;) sous la 
forme 

et 

C'est la généralisation du théorème de Laurent. On peut définir la fonc- 
tion caractéristique de la singularité L comme dans la théorie des points 
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essentiels, el elle jouit des mêmes propriétés. On peut définir également 

fe résidu et Vordre par les intégrales / ¥{z)dz et / y^ dz (u étant le 

contour fermé qui limite S à l'intérieur) : ces deux intégrales varient en 
général avec a-. Il est clair que les théorèmes énoncés sur les résidus et les 
ordres subsistent avec la nouvelle définition. Enfin, la classification des 
points singidiers s'étend sans modification aux lignes singulières; mais je 
renvoie pour cette question à un Mémoire de M. Guichard sur les points 
G?,s&rAie\s (^Annales de V École Normale, année i884)- 

Kn raisonnant comme au n" 1 , on met la fonction F (a;) sous la forme 

/, (.x) n'ayant que k singularité L, et F, (a?) étant holoniorplic sur L, (L, 
peut comprendre un ensemble de singularités). Mais, quand les lignes L,, 
Lj, ..., L„, ... forment une suite dont la limite est L, existe-t-il une série 
convergente J.f^{x) = F(3:;), telle que chaque terme n'admette en dehors 
de L qu'une singularité L,i î Le théorème do M. Mittag-Leffler permet de 
répondre à cette question. 

TtiiioiiÈME BE M. Mittag-Leffler. ~ Soit/„(a;)= i ■ _ _ J (f^/i n'entou- 
rant que la coupure L„). // existe une fonction H„(x') ii ayant que des 
pâles isolés sur L, telle que la série ^ [/™(^) — H„(a?)] soit convergente 
pour tout point x extérieur à Ij et aux L„. 

En effet, chaque terme /„(ic) est holomorphe dans l'espace S„ extérieur 
à un certain contour s^ d'arcs de cercles dont les centres «,,<=':>) ■■■■,<^-n 
sont surL, et/„(ic) se développe dans S„ ainsi : 



A(-)=2(:^ 



y i-^-c^r 



On peut prendre un nombre y„ assez grand pour que (quand x varie à 
l'extérieur d'un contour d^, voisin de (t„ et l'entourant, mais sans point com- 
mun avec lui), le reste 
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iiît un module inférieur à un nombre positif doimu £„. Si Ton choisit les £„ 
ric manière que la série V e„ soit convergente, la série ^ ^^J.^) repré- 
sente une fonction holoniorphe de x pour tout point x qui n'appartient ni 
à L, ni aux singularités L„; car, pour des valeurs de n supérieures à un 
certain nombre v, le point x est extérieur aux contours s^, (puisque ces 

contours tendent versL quand /* croît indéflniraent), et la série V ll^Jx) 
converge absolumentet uniformément dans un certain espace entourant .r; 
d'autre part, la somme V K^^(x') est holomorphe au point x. 

Ajoutons que la différence F(^) ~- "^ RgJ^x) peut s'éci-ire 



- 2 1V,X^) -/".(•*) 



F,„ et H,„ étant liolomorphes dans le voisinage de Ij^^. La fonction F(a;) 
peut donc se décomposer en une somme de fonctions f„(^) n'ayant qu'une 
singularité en dehors de L, 

G{x) n'admet que la singularité L dans le voisinage de cette ligne. 

Les remarques faites sur la décomposition des coupures en plusieurs 
autres permettent d'apercevoir aisément les cas principaux où le théorème 
subsiste, les coupures L„ ayant des points communs. 

Dans le cas où L limite un espace lacunaire 2, on peut prendre les centres 
aci des cercles qui forment le contour s^, non plus sur L, mais à l'intérieur 
de 2. Le cas d'une coupure ouverte AB peut se ramener à celui d'un espace 
lacunaire par la transformation 



Quand l'espace S extérieur à L admet la représentation conforme sur un 
cercle, on peut donner une autre démonstration du théorème. 

Soit x^ = ?(ic) la fonction ^^î/r«ïiW de L; cette fonction représente S 
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sur l'espace ^ extérieur à un certain cercle C du plan des x, , de rayon R : 
à des cercles C,^ de même centre et de rayon R^, (R^, étant supérieur à R), 
correspondent des courbes C7„ entourant L et sans points communs avec 
cette ligne. On peut raisonner sur ces courbes g^, comme sur les contours .ï„ 
d'arcs de cercles : la fonction à retranclier est alors de la forme 



Ce sont les premiers termes du développement de f„(x) à l'extérieur dn 
contour (T„ qui entoure L et L„, Dans ce cas [si F(3;) n'admet pas de sin- 
gularités en dehors des L,, L^, ..., L,, ..., L], cette fonction se met sous la 
forme 



P„ désignant un polynôme en —, — r 

On pourra aussi appliquer, dans bien des cas, les développements (2), 
(3) ou (4)- Par exemple, si L est une courbe convexe à l'extérieur de la- 
quelle F(x) n'est pas définie, et qui sert de limite à des espaces lacunaii'es 
L„, à l'extérieur desquels le développement (3) converge (les L„ peuvent 
être des points isolés, ou des cercles), la fonction F(a?) est de la forme 



h,{.T)- 



^Ï^r(^)-Q.^ 



Les Pv(-3), P!/"(^) sont des polynômes en z, comme les Qj,(z) [ces der- 
niers sont les premiers termes du développement des /p(z) à l'intérieur 
d'une aire convexe, qui tend vers L]. On peut prendre aussi pour les Qp(x) 
des fonctions qui n'ont que des polos distribués sur L, ou des pôles cxté- 
riéiu's à L (d'après la première démonstration). 
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Si la fonction F(x) a m singularités, telles qne L, clic est la somme de m 
développements analogues aux précédents. 

Au théorème sur la décomposition en somme correspond un théorème 
sur la décomposition en produit. 11 suffit d'appliquer les résultats obtenus à 

-pj—l- Si ¥(x) présente une suite de zéros a,- et de singularités bj, qui 

tendent vers L, on a [d'après la formule (a)] 

les h„(x) ne s'anuulant pas et n'admettant qu'un(^ singularité b^, en dehors 
de L; X; désigne un point de L, tel que ja^ — a,| tende vers o avoc-n 
et ^,(3) est un polynôme en z. En particulier, quand les singularités bj 
sont des points isolés, on a 

Y„(s) est une fonction holomorphe de z, g'i,(z) un polynôme en z. Si ces 
singularités bj n'existent pas, on retombe sur la formule de développement 
en produit, indiquée par M. Picard. 

On obtient d'autres formes de développement en appliquant la for- 
mule (3). Par exemple, si L est un cercle C de centre O à l'extérieur duquel 
F(x) est définie et holomorphe, les zéros de F tendant vers G, F(x) se dé- 
veloppe ainsi 

On parvient au même développement en appliquant la formule (4), ou eu 
se servant de la remarque qu'on peut prendre les points «^ k l'intérieur do C, 
et ici les faire coïncider avec l'origine. 

Il est à remarquer que cette dernière forme est identique à celle du déve- 
loppement de F(x) quand F a l'origine pour point essentiel et est holo- 
morphe dans le reste du plan. Plus généralement, si C est la limite de cer- 
cles C„, qui enferment un espace lacunaire de F(x), le développement de 
la fonction en somme ou en produit peut se mettre sous la même forme que 
dans le cas où F(a7) admet le point essentiel O, limite d'autres points es- 
sentiels. 
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On voit quelle diversité de formes on peut donner aux développements 
précédents. La seule difficulté pratique de la méthode réside, comme pour 
le cas des points essentiels, dans le calcul direct de la fonction désignée par 
G(x) et qai admet L comme coupure. 

11 est facile dès lors de former l'expression la plus générale des fonctions 
simplement et doublement périodiques. Nous dirons nn mot de ces der- 
nières. 

4. Applications aux fonctions doublement périodiques. — En premier 
lieu, le théorème des résidus et le théorème de Liouville subsistent quand la 
fonction doublement périodique F(^) admet des singularités quelconques; 
car les intégrales / F(s)t?s et / -p^rfs (P désignant le parallélogramme 

des périodes) sont nulles. Donc la somme des résidus el celle des ordres 
sont nulles dans P. 

Si, de plus, on considère l'intégrale —t~ f ' ,"' " , on voit, sans peine, 
en la mettant sous la forme 



^J.zLz)l{V)-^Jh^{z)d=, 



que sa valenr est de la forme mto + /ito', oj et w' désignant les périodes. 

D'autre part, soit f^x) une fonction holomorphe et ne s'annulant pas à 
l'extérieur d'un cercle C de centre a, . 
la manière suivante 






Si l'on considère chaque fonction fi{x) ~ f ■ -__ [ct/ entourant un 

seul zéro ou une seule singularité de F(ir)], la somme des quantités «,a,- + a,-, 
dans P, est de la forme mto + noi'. 

En particulier, supposons ({u'on développe la fonction /l(.x) en somme 
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OU en produit, à l'aide de la série i, 

''^^^ == '"■ + ^ûT^,- + [,(..) -«.r +■ ■ ■ 

et 

I' 1 'I 

les sommes "V/c, clV /?^- doivent éti-i; nulles dans P, ella somme V(7i;a;~p,) 

est de la forme mm + thù'. Ceci résulte des égalités établies au n" 1 du Cha- 
pitre précédent. Nous avons dit que a,- était Yafjixc de la singularité corres- 
pondante : si l'on appelle reste de cette singularité le coefficient [3; changé 
de signe, on voit que la somme des restes des singularités dans P, aug- 
mentés du produit de leur affixe par l'ordre correspondant, doit être 
égale à une somme de multiples des périodes cd et oj'. 

Si l'on applique à /i(x) les développement (2), (3), (4), les égalités 
('i') et (4')) établies dans le Chapitre 1, fournissent les valeurs des trois in- 
tégrales définies considérées, en fonction des coefficients. 

Réciproquement, on peut former une fonction doublement périodique 
ayant p singularités données (ou p singidarités et p zéros) dans P, si les 
résidus, ordres et restes de ces singularités, véiniient les conditions énon- 
cées. Il suffit, pour établir cette réciproque, de raisonner comme dans le 
cas des points essentiels : on peut entourer toutes les singidarités (formées 
ou non d'un ensemble de singularités distinctes), de contours d'arcs de cer- 
cles, et appliquer la méthode de M. Appell, ou la méthode de décomposi- 
tion en sommes et en produits doublement infinis. Je renvoie, pour cette 
question, au Mémoire déjà cité de M. Guichard. 

Quand les singularités se composent de n espaces lacunaires, on peut ap- 
pliquer aussi à ces espaces le mode de développement (3), où la fonction 
élémentaire _ est remplacée par Z(s — x). Les termes du développe- 
ment sont des fonctions linéaires de Z et de ses dérivées. C'est la générali- 
sation de la méthode de M. Appell. 

Il est facile encore de développer V(x) (cette fonction présentant dans P 
un nombre fini de zéros ou de singularités) en sommes ou en produits dou- 
blement infinis, dont les termes 9p(^ ■+- mw +■ nia') sont représentés par 
des intégrales définies ou par des développements de la forme (i), (2), (3) 
ou (4). La démonstration ordinaire s'étend aisément au cas actuel. 
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Enfin, si Ton emploie la méthode de M. Ilermile, on voil que 

F(^).= /(sn.î;)-hcn(x)dn(:s)9[SH(^)]. 

et l'on sait développer f{t) et <p(i) qui ont n sing:ularitês dans le plan. 

Les fonctions de première et de seconde espèce s'obtiennent de la même 
manière; mais je n'insiste pas davantage sur ces considérations, dont le 
seul intérêt est de montrer la généralité des raisonnements sur lesquels 
repose la théorie des points essentiels. 

5. Extension des théorèmes précédents aux fonctions y{x,y, z) 
qui salis/ont à l'équation AV^o. — Les théorèmes que nous venons 
d'énoncer ont leurs correspondants dans l'étude des fonctions Y(x, y, z) de 
trois variables, qui satisfont à l'équation AV = o. Nous nous contentons de 
les énoncer: les démonstrations se déduisent de celles qu'on a données dans 



le plan, à condition de raisonner sur l'intégrale / / \ -^ — '■ ~~ TT^U '^*' 
comme sur ( ^-^z 

1° Une fonction affectée de n singularités (sans points communs) est 
la somme de n fonctions V^ n'ayant chacune qu'une singularité. — 
Lorsqu'une ligne L divise une surface coupure a en deux parues (t, et o-^, et 
que, sur une surface 5 traversant u et passant par L, V et ses dérivées pre- 
mières ne croissent pas au delà de toute limite, on peut décomposer la fonc- 
tion qui admet cr comme coupure, en une somme de deux fonctions admet- 
tant respectivement les coupures <t, et a^. Cette décomposition est possible 
dans tous les cas, a condition d'ajouter une coupure arbitraire s. 

2° La somme des résidus de V est nulle dans tout l'espace, en définissant 
convenablement le résidu relatif au point à l'infini. ( Le résidu de o- est la va- 
leur de l'intégrale définie / / j—ds, s entourant la seule singularité u. ) 

Quand V(a?, y, z) présente des espaces lacunaires sur la surface desquels 
V est continue, on peut développer les fonctions V^ sous les formes (2), (3) 
ou (4)- La somme des coefficients de ces développements qui représentent 
les résidus est nulle, 

3" Lorsque les singularités S„ de V forment une suite ayant pour limite S, 
on peut encore mettre V(a?,y, z) sous la forme "W(ic, 7,2) + 2V„(a;,/, 2), 
les yjx^y^ z) n'ayant qu'une singularité S^ et des pôles sur S, et "W(a;, y, z) 

p. ,7 
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